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去 蔓 图 方程 的 求解 问题 是 数论 研究 中 非常 重要 内 容 之 
一 。 近 些 年 来 ,由 于 超越 数论 等 出 现 了 许多 重要 进展 ,为 丢 荔 
图 方程 求解 提供 了 重要 和 有 效 的 工具 ,并 形成 了 求解 持 番 图 
方程 的 近代 方法 ,从 而 使 得 一 大 批示 普 图 方程 获得 有 效 的 解 
Re 
2 ЖЭЛ 1 RRKEPLSERERE PRE D 
著名 Gelfond — Baker 方法 ,L: 一 算法 等 基本 原理 和 方法 。 然 
后 讲述 这 些 方法 在 一 些 重 要 竺 番 图 方程 ,如 Thue 方程 ,Thue 
一 Mahler 方程 ,S 一 单位 方程 ,S 一 单位 不 等 式 等 方面 求解 问 
题 中 的 应 用 。 该 书 既 有 有 关 理 论 的 详细 论述 ,又 特别 着 重 讲述 
这 些 理论 如 何 具 体 实现 几 种 类 型 方程 的 求解 问题 。 这 自然 包 
桥 作者 多 年 从 事 这 一 领域 的 研究 成 果 和 总 结 ,同时 本 书 提 供 
的 研究 方法 ,可 以 应 用 到 很 多 同类 型 的 方程 和 通 近 问题 的 解 
决 , 这 对 从 事 本 领域 研究 和 工作 的 同志 有 重要 参考 价值 .本 书 
也 是 国内 首次 介绍 这 一 重要 研究 方向 并 有 重要 价值 的 一 本 
T. 


中 国 科学 院 
教学 研究 所 
ere 


内 容 简 介 


丢 番 图 方程 是 数论 中 的 一 个 相当 活跃 的 研究 领域 , 本 书 
系统 地 介绍 了 以 Baker 方法 和 1 -算法 为 基础 的 计算 方法 及 
其 在 丢 番 图 方程 中 的 应 用 .本 书 可 供 从 事 计 算数 论 及 其 相关 
领域 研究 的 数学 工作 者 以 及 对 此 感 兴趣 的 数学 系 大 学 生 、 研 
RE, 中 学 数学 教师 和 数论 爱好 者 参考 . 
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在 数论 中 , 通常 将 未 知 数 个 数 多 于 方程 或 不 等 式 个 数 , 并 
且 对 未 知 数 的 取 值 加 以 某 些 限 制 (例如 限制 为 整数 、 正 整数 
等 ) 的 方程 .方程 组 和 不 等 式 统称 为 委 番 图 方程 . 早 在 公元 三 
世纪 初 , 古 希 腊 数 学 家 Diophantus 就 已 经 对 此 类 方程 进行 了 
比较 系统 的 研究 .我 国 最 早 的 数学 文献 ( 周 体 算 经 ) 也 曾 有 过 
此 类 方程 正 整 数 解 的 记载 .因此 , 丢 番 图 方程 是 数论 中 最 古老 
的 分 支 .由 于 丢 番 图 方程 与 数论 、 代 数 、 组 合 数学 等 数学 分 支 
有 着 密切 的 联系 , 所 以 它 一 直 是 基础 数学 中 的 一 个 相当 活路 
的 研究 领域 . 

如 果 暂 且 不 考虑 不 等 式 的 情况 , 一 般 的 丢 番 图 方程 都 可 
以 表 成 以 下 形式 : 


Қо), X2, xm) 三 0， Хр: "эж, Ss 


其 中 人 xi xas ts Km ERARE x 、 xz、…、xn 的 函数 ,S 是 未 知 
数 取 值 的 集合 ,该 方程 的 求解 就 是 要 找 出 集合 S 中 所 有 可 使 f 
(X15 x2, 77, Xm) 70 成立 的 元 素 组 (xi, x2,…, xm) .具体 来 说 ， 
丢 番 图 方程 的 种 类 异常 繁 和 多. Dickson 在 他 的 名 著 《History of 
the Theory of Numbers) 第 二 卷 中 ,用 了 八 百 多 页 的 篇 幅 也 只 
能 对 本 世纪 初 以 前 的 工作 给 出 了 简要 的 介绍 .但 是 从 总 体 而 
言 , 迄 今 为 止 人 们 讨论 较 多 的 主要 是 以 下 两 类 方程 . ， : 

‚ ху, хаус Xm) ху, хо, xn 的 整 系数 多 项 式 时 ， 
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HOS SAAB MR KG, X ox) KE ТЕРЕГІ: 
是 m 元 n 次 方程 .例如 ,著名 的 Fermat 猜想 就 是 要 证 明 : 当 n 
是 大 于 2 的 正 整 数 时 ,三 元 n 次 方程 


x"+y"=2", x, y, ZEN 


ЖИ (х, у, 2). ERIEN F, 元 数 越 多 , 次数 越 高 ， ds 的 
多 项 式 方程 越 不 容易 解决 . 

当 хү, x), 77, xmw) 是 在 指数 位 置 上 也 有 未 知 数 的 整 系数 
多 项 式 时 , 称 为 指数 型 方程 .例如 , 至今 尚 来 完全 解决 的 Cata- 
lan 猜想 就 是 要 证 明 :指数 型 方程 


x™—y"=1,x,y,m,nEN,x>l,y>i,m>1,n>1 


仅 有 解 (x, y, m, n) = (3,2,2,3). 

1900 年 , Hilbert 在 他 的 著名 演讲 中 提出 了 二 十 三 个 重要 
的 数学 问题 , 这 些 问题 直接 影响 着 本 世纪 数学 的 发 展 . Hilbert 
的 第 十 问题 提出 :对 于 一 般 的 整 系数 多 项 式 (и, о, UU Хад» 
是 否 存 在 有 限 的 算法 来 确定 方程 


хү, X25 Ха) 70, хі» ху, Ха62 


的 可 解 性 ? 1970 #E, Davis, Matijasevic ЖІ Robinson 运用 数理 
逻辑 方法 否定 地 解决 了 这 个 问题 , 即 证 明了 这 样 的 有 限 算法 
是 不 存在 的 .上 述 结果 说 明了 求解 丢 香 图 方程 的 困难 程度 

' 近 三 十 年 来 ,由 于 Baker 和 Lenstra 等 人 分 别 在 超越 数论 
和 委 番 图 逼近 方面 的 出 色 工 作 ， 对 某 些 类 型 的 丢 番 图 方程 已 
经 有 了 求解 的 有 限 算法 :目前 , 这些 工作 已 经 形成 了 数论 中 最 
年 轻 的 分 支 - 一 计算 数论 的 主要 内 容 . 鉴于 国内 尚未 见 到 这 
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ІНІ ГІ ае ‚ EEA WUER 2] ТЕ УТ BRI H: FE 
D Je f toc EET ACD, DABIS EGRE BRI DETTA 

本 书 的 前 三 章 介 绍 了 Baker 方法 ,12 -算法 等 基本 方法 
的 原理 ,后 五 章 分 别 介 绍 了 这 些 方 法 在 Thue 77 f£, Thue - 

Mahler 方程 .S$ 单位 方程 以 及 S 一 单位 不 等 式 等 丢 番 图 方程 

求解 问题 中 的 应 用 . 

本 书 第 一 、 二 ,五 章 由 郭 永 东 编 写 , ЭВ ON E h RE ESI 
芬 编写 , 第 七 `. 八 章 由 李 由 编写 .全 书 由 芒 国 芬 、. 郭 水 东 两 人 总 

乐 诚 华 教授 审阅 了 全 书 并 作 了 一 些 修改 和 补充 , 作者 表 
示 感谢 . 

本 书 的 写作 和 出 版 得 到 了 国家 自然 科学 基金 和 广东 省 自 
然 科学 基金 的 资助 . TEN 

吴江 先生 对 本 书 的 出 版 给 予 热忱 资助 ,作者 深 表 谢意 ， 

由 于 作者 的 水 平 所 限 ， 书 中 的 БЕ Z Ab HE ME 66, 01 HC 
者 不 次 赐教 . 


f 者 


611 TT 
81.2 Gelfond — Baker Fi PE i 10 
81.4 НИЖЕ ЖИЕ ss дее — 16 
ж- Ds pe — T DUE о ai олына лыны к ЭЁ 
82.1. 代数 数论 … de et ee ИОГ. 
82.5 р-аас КАЖЕ eee M 33 
iar == ЖИИ eee eben 43 
83.1 导言 … e ОРЕ A3 
83.2 ЗЕДЕН FK — EB : ETM - … 45 
53.3 захиаг :Davenport 引 理 e 47 
83.4 - 格 基 简 化 运算 … алоо e 49 
$3.5 mee" МИССИ 54 
83.6 E 格 点 :Fincke 和 шэг 运算 ……… 62 
83.7 实情 形 的 齐 次 多 维 通 近 : 实 逼近 格 点 ， - 64 
53.8 SBE UD AE ЕК E ABE: ЖЕГІН бера 引 
理 的 一 种 取舍 … — eem 68 

83.9 p-adic УЗЕ КИЕ M 73 


82.10 


83.11 


52,12 


83.13 


p — adic HIE B 3r c — AEE : е Е а 
| 75 
p- adic 情形 的 齐 次 多 维 通 近 :p- adic эд … 

: 78 


— adic AY UE RS inna ES оғын» a ka 


p- adic ЖЕНУ AT … 


第 四 章 joe incl 整数 ， 


84.1 
84.2 
84.3 
84.4 
54.5 
84.6 
84.7 
84.8 
84.9 
84.10 


85.1 
85.2 
55.3 
55.4 
85.5 


第 六 章 5- ERR "— w жаие — 


$6.1 
86.2 


导言 … 
双 递 归 序 列 … 


— adic Wawa жарг - 


mno 


80 


e 82 


> 86 
.. 86 


: 102 


一 个 基本 引 理 
平凡 的 情形 - 


Ame ER 


椭圆 型 情形 的 简化 运算 - 
广义 Ramanujan — Nagell 方程 
混合 的 平方 指数 方程 … 


解 的 上 界 > 
ж. 


E ere 
ЕЖ -> 


144444 хаалаа soto «ее see nee 88 
Sh ал 


91 
99 


: 104 
“110 


“118 
-1118 


rm 123 
ЖЕ S- SOR ee ee лах i QR БЕЗ 
те FA абаза kaa наннан нин 


128 


13! 
134 


..... 138 


- 146 
© 146 


- 147 


86.3 


56. 
8 6. 
56. 


RE 

- 175 

en 176. 
“181. 

* 187 

: 191 

e 02. 

Cats ka a bia) EAR E d We өзгені FER жа дее S ка rn ER ааа ажээ 
eene 230 7 

~ 231 ' 
- 237. 
- 242 
… 247; 
… 262 
eer 2647 


т. 
87. 
87 


58. 


参考 文献 … 


фФоч с € EA шо ю к 


с л о Q N 一 


4 
5 
6 


2 


аана ИИИ 
在 多 维 博 形 降低 上 界 - 
SOR NEN. 


bip RH сэн К 
对 于 一 般 递归 eee 


对 于 对 数 线性 型 ener rennen nnn 


解 的 上 界 :概述 …… 
ree 
简化 方法 рын 
范例 - 


从 Thue 方程 到 对 数 线性 型 
km. 4 
2. 


саа ЖЕ e 


- 150 
e 152. 
· 156 : 
- 159 
161 


173 


215 
230 


第 一 章 Ж t 


11 ЖЕНЕ 98802: 


本 节 论 及 丢 番 图 方程 的 某 些 类 型 . 通常 将 未 知 数 个 数 多 ， 
于 方程 或 不 等 式 个 数 , 并 且 对 未 知 数 的 取 值 加 以 某 些 限制 ( 例 
如 限制 为 整数 , 正 整数 等 ) 的 方程 、 方程 组 和 不 等 式 统称 为 丢 
TEE. 

例如 本 书 将 要 研究 的 丢 番 图 方程 


х2 +7 = 2" 


(Ramanujan 一 Nagell 7r f£, {ТШ f£ ( € x, n) = (1,3), (3, 4), 
(5,5), (11,7), (181,15), 参见 第 四 章 ); ГОХ 5 ' 


Х-37-5 
( 纯 指 数 方程 , 恰 有 解 (x, y z) = (1,0,0), (2, 1,0), (3,1,1), 
(5,3,1),(7, 1,3), 参 见 第 六 章 ); 
y? — 


(ШИЙ HH £7; £8, 恰 有 22 个 解 ,其 中 最 大 的 解 是 (x， "T - 
(1274, 土 45473) ,参见 第 八 章 ). 这 里 提 及 的 三 个 方程 仅 是 委 
番 图 方程 的 一 些 例 子 .我 们 将 研究 更 广泛 类 型 的 方程 ,我 们 也 
研究 (在 第 五 章 ) 丢 番 图 不 等 式 (一 个 式 子 大 于 另 一 个 式 子 的 
RER, 其 解 仍然 限制 为 整数 ) .在 下 面 的 讨论 中 , 关于 丢 番 图 


t 


方程 的 叙述 也 适用 于 丢 番 图 不 等 式 . 

本 书 所 论述 的 方程 的 共同 点 是 它们 都 能 用 相同 的 方法 求 
解 .这 种 方法 实质 上 出 三 部 分 组 成 :变换 , Gelfond - Baker 理 
论 的 应 用 以 及 丢 番 图 逼近 .我 们 简 扼 地 解释 这 些 步 又. 

首先 , 将 方程 变换 成 纯 指 数 方程 或 不 等 式 , 即 方程 或 不 等 
式 的 未 知 数 都 出 现在 指数 , 例如 上 面 列举 的 第 二 个 例子 .每 一 
种 类 型 的 丢 番 图 方程 需 用 一 种 特别 的 变换 ,因此 在 此 意义 上 上 
更 是 特别 困难 .对 于 某 些 例子 , 象 上 述 第 二 个 例子 , 这 种 变换 
是 容易 的 . 另 一 方面 的 例子 , 如 上 面 列 举 的 第 一 个 例子 或 第 三 “ 
MAF, 可 以 运用 代数 数论 的 一 些 理论 , 这 种 例子 是 很 多 的 . 

这 种 纯 指数 方程 的 一 般 形式 如 下 : 


Xa leu Дар (1:1) 
而 对 应 的 纯 指数 不 等 式 形 如 
| Der Ше | < min | a Цар | d ( 1:2) 


Ж, t, si, comi,8 是 满足 tsiEN,0<3<1 的 常数 , B. с, о 
于 Q 的 某 代 数 扩张 , mi 是 Z 中 的 未 知 数 .现在 我 们 假定 (1.1) 
或 (1.2) 的 左边 的 项 数 t 等 于 2. 这 一 限制 对 于 第 二 个 步骤 是 
必 不 可 少 的 , 因为 我 们 要 运用 所 谓 代数 数 对 数 线性 型 理论 的 
结果 , 也 称 为 Gelfond - Baker 理论 (满足 t>2 的 某 些 特殊 类 
型 的 指数 方程 (1.1) 也 可 用 Gelfond - Baker 方法 来 处 理 ; 因为 
他 们 可 转化 为 满足 t=2 的 形 如 (1.2) 的 指数 不 等 式 , 有 关 这 
方面 的 详细 情况 可 参阅 文献 [3]、[4][114]、E120]》. 
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赋予 满足 t=2 的 形 如 (1*1) 或 (1:2) 的 指数 方程 或 不 等 
式 以 对 数 线性 型 


= logBo + Жа “юаф, 


其 中 в, 是 代数 常数 ,ni 是 未 知 整 数 . 这 里 , 对 数 在 某 些 情 况 下 
是 实数 或 复数 ,在 其 他 情况 下 是 p - айс 数 .方程 与 对 数 线性 
型 之 间 的 这 一 关系 使 得 方程 的 一 个 大 解 的 线性 型 十 分 接近 于 
零 (在 实 的 或 复 的 情况 下 , RE p- adic 情况 下 ) Gelfond – 
Baker 理论 提供 了 有 效 计算 这 种 代数 数 的 对 数 线性 型 的 绝对 
值 (特别 是 p- adic 值 ) 的 下 界 的 方法 . 在 许多 情形 下 , 这 些 界 
已 确切 计算 出 来 .把 已 找到 的 上 界 和 下 界 作 比较 ,就 有 可 能 得 
到 指数 丢 番 图 方程 或 不 等 式 的 解 的 有 效 的 上 界 ， 导出 原来 广 
程 解 的 上 界 . 不 象 第 一 个 步骤 ， 这 第 二 个 步 又 是 相当 一 ваа 
的 . | 

我 们 注意 到 ,许多 研究 者 已 经 应 用 上 面 概 述 的 方法 ,给 出 
了 各 种 各 样 的 丢 番 图 方程 解 的 有 效 的 可 计算 的 上 界 : 作为 综 
述 ,请 参看 文献 [1071. 这 些 研究 者 常常 满足 于 知道 这 些 上 界 
的 存在 , 而 不 实际 求 出 这 些 上 界 . 如 果 他 们 求 出 这 些 上 界 , 他 - 
_ 们 也 不 总 是 确定 方程 所 有 的 解 :在 本 书 中 ， MISERE 

意味 着 :确切 地 求 出 方程 所 有 的 解 . 

在 第 二 个 步骤 之 后 , 解 丢 番 图 的 问题 就 转化 为 一 个 有 限 
问题 , 这 由 上 述 方法 的 第 三 个 步 又 来 处 理 . 换 句 话 说, 因为 我 
们 已 找到 了 米 知 数 的 绝对 值 的 有 效 寺 办; 我 们 就 能 检验 未 知 、 
数 仅 有 的 有 限 多 种 可 能 :然而 Gelfont- Baker 理论 据 供 的 关 
于 代数 数 对 数 线性 型 的 下 界 中 出 现 的 常数 相当 大 .因此 , 实际 
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上 用 这 种 方法 能 得 到 的 纯 指 数 方程 解 的 上 界 可 以 大 得 象 常数 
104 这 么 大 .上 界 太 大 以 致 不 容许 将 所 有 可 能 完全 列举 , 甚至 
用 现今 最 快 的 计算 机 也 做 不 到 . | 

证 明 解 的 绝对 值 上 界 存在 使 得 确定 所 有 的 解 从 无 限 问题 
归 化 为 有 限 问 题 . 因此 , Gelfond — Baker 理论 的 应 用 (第 二 个 
步 又 ) 在 一 定 意义 上 使 无 限 多 次 的 困难 工作 归 化 为 进行 有 限 
多 次 的 检验 (第 三 个 步骤 ) .而 且 , 这 个 检验 几乎 仅 是 技术 问题 
而 不 是 数学 问题 .尽管 如 此 ,我 们 认为 解决 这 个 比较 小 的 技术 
问题 不 仅 是 非 平 凡 的 ,而 且 包 含 着 重要 和 有 趣 的 数学 问题 .本 
书 期 待 着 举例 证 明 这 一 见解 ， 

,尽管 第 二 个 步骤 中 Gelfond ~ Baker 理论 的 应 用 实际 上 产 
生 很 大 的 上 界 , 一 般 假 定 这 些 上 界 远 非 实际 上 的 最 大 解 : 因 
此 ,寻找 将 这 些 上 界 降低 到 容易 处 理 的 大 小 的 方法 是 很 值得 
研究 的 . Ep ep aaa ke a 
法 常常 是 可 能 的 .例如 大 数 解 必须 满足 多 模 或 大 数 模 的 一 
同 余 式 (参见 文献 [26]、[45]、[96])， 或 满 足 某 奇闻 性 条 件 ( 参 
见 文献 [90]). 这 种 方法 的 缺点 是 仅 能 用 于 特殊 类 型 的 系 番 图 
方程 ,因此 , 一般 情况 下 , 对 每 一 种 类 型 的 方程 必须 想 出 一 种 
新 的 变换 方法 ,因此 , 对 于 对 数 线性 型 不 等 式 的 解 降低 上 界 的 
方法 将 是 有 趣 的 . 导出 这 样 的 不 等 式 将 可 用 于 解 每 一 类 型 的 
丢 番 图 问题 . 

` 这 种 方法 的 研究 是 我 们 所 述 的 解 委 番 图 方程 方法 的 第 三 
个 步骤 .在 第 三 个 步骤 中 , 已 发 表 的 新 的 进展 是 主要 的 ,我 们 
在 第 一 \ 第 二 个 步骤 的 讨论 中 应 用 的 主要 是 经 典 的 ,我 们 将 其 
应 用 于 以 前 已 研究 过 的 各 交 开 的 方 和 алны 
方程 . 
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第 三 个 步骤 需要 提供 的 丢 番 图 逼近 理论 的 方法 牵涉 到 研 
究 如 何 能 使 给 出 变量 的 值 的 线性 型 接近 零 .在 这 方面 近来 已 
获得 重要 进展 .惊人 的 进展 是 1981 年 L- Lovasz 创造 了 所 谓 
L^ - 格 基 缩减 运算 .我 们 将 阐明 怎样 由 L - 运算 导出 实际 有 、 
Жа ЕЖЕ Ж, 这 种 方法 能 用 于 证 明 许 多 委 番 图 方程 
在 某 个 区 间 [xi, xo] 上 没有 解 存在 . 通常 x 是 logxo 的 数量 
级 . 当 解 被 置换 为 理论 的 上 界 x 时 , 通常 一 个 新 的 更 好 的 上 
Ж xi 就 可 以 找到 .对 许多 方程 ,这 种 运算 的 实际 应 用 , 仅 在 几 
分 钟 的 计算 机 时 之 内 便 可 得 到 初始 上 界 хо. 对 于 那些 未 找到 
变换 的 方法 或 变换 未 获 成 功 的 方程 来 说 ,上述 导 出 了 寻找 许 
多 类 型 的 丢 番 图 方程 所 有 解 的 实际 方法 . 

在 本 书 中 用 于 解 许多 例 各 种 各 样 的 丢 番 图 方程 的 上 述 列 
举 的 方法 ,是 一 种 “运算 ”特征 .在 一 定 意义 上 , 它 处 于 “特定 
的 "方法 与 “理论 的 "方法 之 间 . 这 一 点 我 们 将 在 下 面 解 释 . 设 
给 出 带 未 指定 参数 的 一 个 丢 番 图 方程 集合 :作为 这 样 的 集合 
的 一 个 例子 , 考虑 广义 Ramanijan - Nagel 方程 x? + D-2^, K 
中 DD 是 一 个 参数 ,x.n 是 未 知 数 . s | 

特定 的 方法 是 仅 对 参数 的 特殊 值 解 方程 的 方法 . 它 对 这 
些 特殊 值 以 外 的 参数 值 不 适用 . 解 形 如 x* + D=2" 的 方程 的 
第 一 个 例子 出 现在 Nagell1948 年 的 著作 中 , 其 中 取 D = 7. 他 
使 用 的 方法 是 特定 的 特征 , 因为 这 种 方法 对 参数 D 选取 了 特 
殊 的 固定 值 7. 

理论 的 方法 可 以 对 于 参数 值 是 某 个 大 集合 导出 结果 . 
Gelfond — Baker 理论 是 理论 的 特征 , 因为 它 对 许多 方程 关于 
它们 的 参数 导出 解 的 上 界 . 另 一 例子 是 平方 互 反 性 理论 的 应 
用 ,证 明了 车 DD 是 任意 不 小 于 5 的 奇数 , 则 方程 x* + D= 2" 没 
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有 人 解 ,和 且 关 于 .7 不 同 余 (mdd 8), 而 且 , 1981 年 Beukers[ 14 j£ 
用 超 几 柯 函 数理 论证 明了 方程 咏 + DD=2* 的 解 (x,n) 满 足 n 
X4354107*log|D|, 而 且 若 |D| 之 2%, 风 又 有 n<18 + 2?+ log] 
”i 理论 的 方法 常常 太一 般 以 致 不 能 导出 给 定 方程 的 全 部 
计算 的 方法 是 保证 对 参数 值 的 任 一 个 集 伟 部 能 进行 欧 广 
法 ,但 为 了 导出 所 有 解 , 这 是 分 别 对 参数 值 的 每 一 个 特殊 集合 
来 进行 的 .在 本 书 中 应 用 的 方法 意味 着 这 样 一 种 计算 的 特征 . 
我 们 将 在 第 4 章 中 对 方程 x* + D=2"( 实 际 上 是 对 更 一 般 的 
方程 ) 给 出 计算 的 方法 .事实 上 ,由 十 Beukers 的 上 述 结果 产 
生 解 的 一 个 小 上 界 , 就 能 通过 枚 举 所 有 和 解 的 简单 方法 来 降低 
上 界 . 但 是 这 一 方法 的 计算 部 分 是 微不足道 的 , 因此 我 们 宁可 
将 Beukers 的 方法 归 为 理论 上 的 一 类 .为 了 进行 Gelfond = 
Baker 理论 计算 , 枚 举 所 有 可 能 是 不 实用 的 .因此 , 确定 所 有 
解 的 更 巧妙 方法 是 找到 降低 大 上 界 的 方法 . 我 们 注意 到 
Beukers 方法 对 更 一 般 方 程 x* + D = p^ 也 有 其 特定 的 方面 , 因 
为 它 仅 对 某 一 特殊 的 值 p 来 考虑 . 我 们 在 第 4 章 中 的 方法 就 
没有 这 一 缺点 . | 

关于 解 丢 番 图 方程 的 想法 , 可 以 努力 的 是 设计 一 种 计算 
机 计算 程序 ,一 种 “ 丢 番 图 计算 机 ”, 仅 需 将 方程 的 参数 输入 ， 
短 时 间 之 后 , 所 有 解 就 列 示 出 来 . 我 们 理应 保证 (从 严格 的 数 
学 证 明 的 意义 说 来 ) 没 有 解 被 遗漏 . 

上 述 列 举 的 方法 乍 看 起 来 ,在 本 书 中 叙述 这 样 一 种 一 般 
适用 的 解法 似乎 是 较 好 的 选择 . 换 句 话说 ,在 第 二 个 步骤 中 ， 
证 明 参 数 已 确定 的 指数 丢 番 图 方程 的 上 界 ,是 一 种 十 分 一 般 
的 特征 .第 三 个 步 又 , 计算 委 番 图 和 逼 近 部 分 ,就 原理 而 论 也 可 


6 


用 于 参 变 量变 换 值 的 任 一 个 集合 , 尽管 计算 是 对 每 一 个 特殊 
值 的 集合 分 别 进行 的 . : 

设计 这 样 一 种 “ 丢 番 图 计算 机 "的 主要 困难 是 上 面 列举 的 
“方法 的 第 一 个 步骤 , 特别 运用 代数 数论 的 某 些 理论 的 时 候 , 在 
于 代数 数论 的 计算 理论 在 计算 单位 元 和 找到 素数 的 代数 扩张 
HAF HME, 在 这 儿 是 很 重要 的 .我 们 认为 , 当 这 
种 相应 的 计算 可 得 到 时 , 那么 设计 出 这 种 “ 丢 番 图 计算 机 ” 原 
_ 则 上 将 是 可 能 的 (但 在 第 三 个 步 又 的 技术 困难 不 可 低估 ), 这 
种 计算 多 半 限 制 在 第 一 个 步骤 中 的 一 般 对 数 线性 型 变换 .本 
书 仅 在 计算 工作 量 大 得 有 必要 时 才 使 用 计算 机 计算 , 除 此 之 
外 仍 用 “手工 "操作 .采用 这 种 方式 ,我 们 也 力图 使 方法 介绍 得 
透彻. , 1 | 

读者 应 意识 到 这 样 的 事实 , 计算 机 程序 及 其 结果 是 我 们 
_ 的 许多 关于 丢 番 图 方程 的 定理 的 证 明 的 一 部 分 ;但 无 论 如 何 ， 
这 些 程序 和 计算 的 全 部 细节 不 可 能 发 表 . 有 兴趣 的 读者 可 通 
过 程序 设计 者 获得 这 些 细节 , 并 要 求 进行 检验 计算 : Shorey 
和 Tijdeman 的 著作 [107] 对 于 能 够 运用 'Gelfond — Baker 方法 
求 出 上 界 从 而 找到 解 的 丢 番 图 方程 作 了 详细 的 综述 . 某 些 这 
样 的 方程 用 本 节令 述 的 方法 可 以 完全 解 出 , 它们 有 纯 指数 方 
程 , 含 二 元 递归 序列 的 方程 , Thue 方程 和 Thue- Mahler 方 
程 .特别 是 后 两 种 方程 在 数论 的 各 个 其 他 部 分 是 重要 的 .例如 
他 们 是 解 Mordell 方程 以 及 产生 于 代数 数论 和 计算 代数 几何 
的 各 种 各 样 方程 的 关键 .Gelfond — Baker 方法 首次 实际 被 用 
于 解 丢 番 图 方程 是 Baker 和 Davenport 在 1969 年 的 工作 ,他 
们 用 于 解 丢 严 图 方程 组 


3-х2-2-у?, 8-2 -7= 2 


出 现在 文献 中 的 能 计算 解 的 土 界 的 其 他 方程 用 我 们 的 计 
算 方法 难以 处 理 , 因为 对 这 些 方程 来 说 , 对 数 代 数 线性 型 理论 
的 应 用 更 难 弄 ,况且 其 上 界 实质 上 太 大 .这 种 方程 的 一 个 例子 
是 Catalan WE a-b = 1, HP a、b、x、y 都 是 大 于 或 等 于 2 
的 整数 . Catalan 在 1844 年 曾 猜 想 此 方程 仅 有 解 (a, b, x, у) = 
(3,2,2,3).1976 4E, Tijdeman[117] 证 明了 Catalan 方程 的 解 
以 一 个 可 计算 的 数 为 界 ,根据 Langevin[61], 这 个 数 可 以 取 为 
exp(exp(exp(730)))). 然而 ,我 们 未 能 看 到 如 何 应 用 我 们 在 
后 面 各 章 所 叙述 的 方法 找到 Catalan 方程 的 全 部 解 . 

另 一 个 好 几 世 纪 以 来 引起 广大 数学 工作 者 注意 的 委 番 图 
方程 是 Fermat 方程 x" + y"=2", HF x.y.z.n BBE n3 El. 
xyz 天 0 的 整数 .已 猜想 此 方程 无 解 . Faltings[41] 证 明了 对 固 
定 的 ,na 此 方程 的 解数 是 有 限 的 , 他 的 证 明 是 无 效 的 . Gelfond 
— Baker 理论 看 起 来 似乎 不 足以 处 理 充 分 一 般 的 Fermat 77 
程 , 甚至 当 n 是 固定 的 情况 .运用 这 一 理论 已 获得 的 关于 Fer- 
mat 方程 的 部 分 结果 的 综述 可 参阅 Tijdeman [ 118 | 以 及 
Shorey 和 Tijdeman[107] 第 11 章 . 最近 , 这 个 问题 已 被 Wiles 
运用 代数 几何 方法 解决 了 . 

我 们 注意 到 关于 许多 丢 番 图 方程 新 近 的 重要 进展 建立 在 
对 解 的 个 数 确 定 上 界 . 有 关 这 方面 的 详细 情况 可 参见 文献 
[39]、[40]、[66]、[103]. 这 些 结果 往往 是 明显 值得 注意 的 ,但 
却 是 非 实效 的 , 因为 他 们 不 能 用 来 实际 找 出 解 . 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 给 出 本 书 内 容 的 一 个 概述 .本 书 分 
为 三 部 分 :第 1 章 是 绪论 ,第 2、3 章 给 出 必要 的 准备 工作 , 第 
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4 到 第 8 章 论 及 各 种 各 样 类 型 的 丢 番 图 方程 . 

第 12 至 1:5. 节 分 别 对 非特 殊 的 Gelfond — Baker 理论 ， 
EERDERE, £E EDE H H A 77974717 5 54:11: 
出 简短 的 导论 :第 二 章 包 括 我 们 所 需 的 来 自 代 数 数论 与 p- 
adic 数 及 其 函数 理论 的 初步 结果 , 并 从 我 们 运用 的 Gelfond - 
Baker 理论 中 引 论 充分 详细 的 定理 , 它 以 一 些 数值 方法 的 陈 
述 为 结束 .第 3 章 详细 给 出 我 们 在 后 面 各 章 中 应 用 的 委 番 图 
逼近 理论 方面 的 计算 .在 一 定 意义 上 这 一 章 是 本 书 的 中 心 ; 

第 4 章 到 第 8 章 , 每 一 章 致力 于 一 定 类 型 的 丢 番 图 方程 . 
设 pl, …, p. 是 不 同 素数 的 一 个 固定 集合 . 设 S 是 仅 由 素数 
pi …, p, 组 成 的 正 整 数 集合 . | 

第 4 BCR S 中 的 二 元 递归 序列 (广义 Fibonacci PE 
Fi" WICK, 并 应 用 于 各 式 各 样 的 二 次 指数 方程 ,例如 广义 的 
Катапшап- Nagel 7; f x? +kES(HPk AE) Ж й 5 
香 图 逼近 部 分 是 有 趣 的 ,理由 有 二 :p- adic ЖЕЕ, В 
在 递归 有 负 求 解 的 情况 下 ,p- adic MEM ЕИО 
生 了 深刻 的 联系 .第 4 章 的 研究 分 别 是 由 Petho 和 .de Weger 
[93] de Weger[135] 完 成 的 . | 

第 5 章 论 及 丢 番 图 不 等 式 0<Cx- y< 丈 ,其 中 x,yES, 并 
指定 8€ (0,1). 第 6. 章 论 及 方程 x+y=z, 其 中 x,y,zES, 这 
可 考虑 作为 第 5 章 中 的 不 等 式 的 p- adic 模拟 .这 两 种 方程 是 
能 用 我 们 的 方法 处 理 的 委 番 图 方程 的 最 简单 例子 .因为 他 们 
已 经 是 形 如 (1.1) 或 (1.2) 满 足 t=2 的 纯 指 数 方程 ,其 解法 第 
一 步 又 是 微不足道 的 :对 数 线性 型 正好 与 方程 有 关 . 因 此 , 他 
们 适宜 作为 对 我 们 的 方法 中 丢 番 图 逼近 部 分 得 到 明白 了 解 的 
好 例子 .这 两 章 的 结果 可 参见 文献 [136]. 


在 第 七 章 ,研究 方程 多 +y= 忆 ;其 中 x,yE S,zEZ. 这 方 
程 是 第 4 章 中 研究 的 广义 ee NUN 方程 的 进 一 
推广 . 
在 第 8 章 , 给 出 解 Thus 方程 的 一 个 程序 ， 这 一 工作 就 原 
理 而 论 适 合 任意 次 数 的 .Thus 方程 , 它 被 应 用 于 寻找 椭圆 曲 . 
ЭТЕ y = x? 一 :4x+1 的 所 有 整数 点 .我 们 也 简短 地 叙述 怎 
样 的 Thus- Mahler 方程 能 用 此 类 方法 解决 .有 关 这 方面 的 详 
. 细 情 况 可 参见 文献 [124]、[138]. 


:1.2 Gelfond - Baker 方法 


i TER 1-1 节 中 ,我 们 已 经 解释 了 对 某 些 方程 应 用 'Gelfond 
- Baker 方法 之 前 必须 将 方程 变换 成 项 数 不 太 多 的 纯 指 数 方 
程 或 不 等 式 ( 参 阅 (1:1); (1:2)). 在 这 一 节 我 们 概略 讨论 用 
Gelfond — Baker 理论 对 这 种 指数 方程 或 不 等 式 的 变量 导出 上 
界 . 

”首先 让 我 们 处 理 不 等 式 (1.2) 的 情形 .由 于 +=2, ЕГІ 
.假定 它 有 如 下 形式 : 


joo ол ~ 1 | < со*ехр( —-8*N) ` 
其 中 a 是 固定 的 代数 数 ,N= max Їл, |, El co, ò 是 正常 数 .在 我 
们 研究 的 例子 中 , 我 们 遇 到 了 下 面 两 种 情况 之 一 :或 者 所 有 a 


是 实 的 ,或 者 对 所 有 i, 11 =1: 在 实 的 情况 下 , 若 N 是 够 大 ， 
则 对 数 线性 型 ; 
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| A = овоо + ові] 


必须 满足 对 某 个 со’ 
| A | «са “ехр(-6%М). В (1*3) 


成 立 .在 复 的 情况 下 , 相同 的 不 等 式 (1'3) 由 线性 型 


A = loga + У п-ова; +k+log( — 1) 


= i* [Argo + Zn * Arga; + kx) 


导出 ,其 中 对 数 及 反对 数 函 数 取 其 主 值 .现在 我 们 可 以 从 Gel- 
fond- Baker 理论 的 许多 结果 中 得 到 应 用 ,给 出 | A | 关于 NN 
的 一 个 确切 的 下 界 .例如 下 面 定理 . 

定理 1.1 (Вакег[9]) 设 人 如 上 面 所 列 示 - 存在 仅 依赖 
+ a 的 可 计算 常数 ci, c, 使 得 若 人 天 0,, 则 


| А] >expl- (с + c; “орМ)) 
RAH E 3 Л 30. 25 6 (1-3) ЖЕ 141, 18 


ct+logc су, 
8 


N< + 3 logN 
н Ежен NER. 


其 次 考虑 指数 方程 (1.1). 由 于 t=2, 我 们 可 将 其 写成 
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alla - 17 8 Din 


EP о, В 是 固定 的 代数 数 . 设 H, 是 |n;|, | mi| 的 极 大 值 ,其 中 
i,j 跑 遍 与 o, 相应 的 下 标 集合 . p éd SES ӘН |і. | mil 
的 极 大 值 , 其 中 i,j 跑 遍 所 有 下 标 集 . 假定 p 是 关于 某 些 j 落 
在 B 上 的 一 个 有 理 素 数 .存在 常数 ci, сэ, 使 得 


ord, oo * Пар -1]ze + c; ` mj. 


假定 对 所 有 i, оха, (а) = 0, KATA AS E ТИШН) p- adic 对 数 
线性 型 


A - Юй, бо 十 > n;* loguai， 


由 此 ,车 m 足够 大 , 便 可 导出 
‘ordp( A) Ze, + с) m; боб (14) 


现在 ,我 们 能 够 应 用 从 p - adic Gelfond — Baker 理论 导 
出 的 下 面 结果 .这 儿 , N= maxl nil, 

定理 1.2(Van der Poorten[98], 于 坤 瑞 [141]) 设 ^. p 如 
上 .存在 仅 依赖 于 wm f p 的 可 计算 常数 cy, с, HBA Л 50, 
则 


ord,( A ) < cs + c4*logN. 


对 所 有 可 能 的 p 应 用 (1'4) 和 定理 1-2, 我们 得 到 常数 сз, 
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са, 满足 

Н, «су + су *logH. 
若 对 某 常 数 Cs， Н<<с“Н,, 则 直接 得 到 关于 H 的 一 个 上 界 . ж 
H>cs*H,, 则 可 证 明 存 在 а,в У — ЕМИЕ, JH" BET 
表示 ,使 


БЫЛА <exp( — c *h) 


对 常数 cg 成 立 (参阅 文献 [107]PP. 45 - 49 定理 1.4 的 证 - 
W) ,现在 我 们 可 以 应 用 定理 11 导出 


[ee 1| >expl ~ (о + с-н), 


由 上 式 导出 HÆR. 
车 碰巧 a, B, 没有 一 个 是 基数 , 则 当然 足以 应 用 定理 1-2. 
我 们 注意 到 ,为 了 能 完全 地 解 丢 番 图 方程 , 关键 是 所 有 常 
数 可 清楚 的 计算 . 因此 ， 我 们 仅 能 运用 由 Gelfond - Baker 理论 
能 够 完全 显示 的 界 .我 们 在 2.4 节 详 细 给 出 这 样 的 定理 . 


13 812195 НО 


кентай ы акай анал 一 些 结果 ,为 
下 节 作 些 准 备 ， 更 详细 的 叙述 可 参考 文献 [30]， 1591, [53], 
[102],[104]. 

在 实 的 情形 下 ， 丢 番 图 和 近 最 简单 的 形式 是 用 有 理 数 pya 


t3 


逼近 一 个 实数 0, 众所周知 ,车 9 是 无 理 数 , Ш ЖЕГЕ Жа 
: 9-4 | «аг? 


存在 满足 (p,q) = 1 的 无 限 多 个 解 (p,q)EZxN, 册 6 的 连 分 
数 展开 式 得 到 的 所 有 渐 近 分 数 是 这 样 的 解 .对 任意 特殊 的 6 
EGR, 渐 近 分 数 的 计算 是 简单 的 . 
一 种 一 般 化 的 途径 是 研究 同步 逼近 一 个 实数 集合 91,…， 

6, 即 所 有 有 相同 分 母 的 有 理 通 近 于 0,. 如 所 熟知 , 若 0, 中 最 
小 的 一 个 是 无 理 数 , 则 不 等 式 组 

la- Pi | <q onm, ;三 Lesen 

| 4q 
有 无 限 多 个 解 (pi,…, pn,q) .但 求 出 这 样 的 不 等 式 的 解 要 比 n 
=1 的 情况 困难 得 多 .一 些 多 维 的 连 分 数 计算 已 经 作出 (参阅 
文献 [25] 综 述 部 分 ), 但 他 们 似乎 不 考虑 简单 化 和 一 般 化 .后 
面 将 看 到 ,我 们 就 此 问题 如 何 应 用 所 谓 DP - 算法 . 


SABER Pe A 种 一 МИНЕРАЛЫ 
wi 有 如 


L= X8 ue 


其 中 01, 77,8, 是 给 定 实数 ,qi,…qm 是 中 的 未 知 数 . 设 Q = 
max|qi|， Аали" 
LIL-pl<Qm 
存在 一 МЯ (р, qi, 7. 95). 
注意 m= DEWE, 此 不 等 式 两 边 除 以 q=d, 就 变 成 第 
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一 个 不 等 式 .在 此 情形 下 ,正如 我 们 下 面 将 看 到 的 ,L - 算法 
也 是 非常 有 效 的 . 

我 们 能 将 上 述 两 种 一 般 化 的 途径 归并 为 更 一 般 的 结果 ， 
即 线性 型 的 同步 逼近 . 设 实数 0, BAH, RR im 1,…,n,j= 


1,…,m, 令 


„= 26, (21, 9.0 
依 关于 Minkowski 条 件 的 一 个 著名 定理 ,不 等 式 组 
4-8 QU, 187, ap, 
存在 一 个 解 (pi,…pas ni dm). | 
正如 我 们 将 在 14 节 看 到 的 ,13 — 算法 可 用 于 这 种 一 般 
型 .车 右边 是 大 于 1 的 一 个 小 常数 的 倍数 , 则 实际 计算 此 不 等 
式 组 的 解 稍为 容易 些 . 


现在 我 们 考虑 非 齐 次 逼近 .这 意味 着 对 所 有 і, 在 线性 型 
Li 中 存在 非 齐 次 项 B, BD | 


Li= В + 596, "дек, 


同时 , 存在 一 个 常数 c, 使 不 等 式 组 | 


IL;- pl <e Q ^, іні "n 


ig 


在 关于 B 和 6 的 某 无 关 条 和 件 下 有 一 个 解 . 这 就 是 2 
Hee. m=n=1 НЕНА Е, 变 成 -: 


Iq*9- p* gl «cq! 


上 面 给 出 的 上 界 告诉 我 们 , 114 — pi| 的 数量 级 最 小 如 
Q-w" 那 么 小 , 而 非 仅 是 理论 上 的 上 界 , 但 他 们 同样 预示 探 试 
的 期 望 数量 级 . 由 此 ,我 们 意识 到 在 一 般 情况 下 ( 即 当 0;( 或 
B) 之 间 不 存在 准 线性 关系 时 ), 实际 情形 是 对 给 定 的 Qo, 最 小 
的 max| Li- pl 取代 所 有 ОсОо, 有 上 界 Q "的 数量 级 . 

为 结束 本 节 , 我 们 注意 到 , 存在 着 这 一 委 番 图 逼近 理论 的 
p- adic 模拟 , 由 Makler 和 Luts 发 现 . 若 我 们 用 Q 代替 上 面 
FIBH R, H p-adic f& | + |, REAN l, H R ”上 任意 
的 西 范 数 pC pl, U po qi，…, as Ж KFE (ру, U pn, ар» 
…, qm) 的 量 值 Q, 则 Minkowski 和 Kronecker 的 p — adic 模拟 
定理 实质 上 是 对 上 述 结果 在 实 的 情形 的 模拟 .关于 Mahler 的 
工作 可 参考 文献 [59]、[71]、[134]. | 


1-4 аю 


Зан = # ЛЭН FH TARE Sit [a] Bi 
的 一 些 思想 .在 本 节 我 们 不 作 严 格 论述 ,我 们 忽略 最 不 利 的 博 
JE, 而 集中 于 怎样 做 预期 的 工作 (根据 1'3 节 的 探 试 ), 且 可 视 
为 实际 的 工作 .后 面 各 章 给 出 的 许多 例子 表明 我 们 的 方法 事 
实 上 是 真正 有 效 的 .实际 上 应 用 此 方法 是 获得 必要 的 有 限 表 
近 方 法 的 最 好 方式 . 
我 们 将 论 及 下 面 计算 的 丢 番 图 通 近 问题 , 设 给 定 bj B E 
А, pb "Pro ri 77 qm 是 未 知 整数 ; 满 是 Q= max lal. UE Ly fn 
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上 述 .假定 正常 数 Qo 是 已 给 定 的 一 个 相当 大 的 数 , 比如 107. 
寻求 关于 值 


тах |14 — pil 
的 一 个 下 界 ， 其 中 (pi， * Dns 4» ***5 Om) PUR OP ДЕ Q<Q 的 值 


集 .从 1:3 节 探求 要 点 可 导出 , 若 这 个 下 界 的 大 小 是 Q; "， 
则 必 能 被 满足 .对 p — adic 情形 , 模拟 问题 可 以 公式 化 ， 


与 丢 番 图 逼近 理论 相关 的 问题 是 对 于 固定 的 e>0, 实际 - 


找到 maxl Li 一 pil € e 的 一 个 有 效 解 或 最 大 解 .正如 我 们 将 要 
看 到 的 , 13 一 算法 是 找到 有 效 解 的 很 有 用 的 工具 .无 论 如 何 ， 
寻找 最 大 解 的 问题 本 质 上 似乎 是 更 困难 .我 们 注意 到 , 在 多 数 
情况 下 ,我们 解 委 番 图 方程 所 运用 的 , 是 对 给 定 的 Ө», 取得 关 
TmaclL, 一 Ri 的 合适 的 下 界 就 足够 了 ,而 不 必要 确切 地 知道 
这 个 下 界 是 怎样 显示 的 . 

我 们 解 前 述 问题 所 用 的 计算 工具 是 所 谓 ваннд 
运算 ,叙述 在 Lenstra, Lenstra 和 Lováse[69]. 我 们 将 在 3-4 
和 3-5 节 给 出 这 种 运算 的 详细 叙述 .下 面 我 们 简短 地 指出 其 
怎样 能 运用 于 解 委 番 图 逼近 问题 ， 

ГЭВ НЭЭВ ЛБ, L- 运算 允许 T 中 的 任意 基 bl, :…, ba 
作为 输入 .作为 输出 , 给 出 相同 格 了 的 另 一 个 装 c, …, cu 那 
就 是 所 谓 简化 基 ， 简化 的 概念 意味 着 大 约 接近 于 正 交 . 用 简化 
基 就 有 可 能 计算 下 面 两 个 量 的 下 界 : 

一 最 接近 原点 的 非 零 格 点 的 距离 


KT)= өшіп, ЕЗ 


(参考 文献 [69] 的 命题 (1 11), 本 书 的 引 理 3-4) 
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一 对 任意 给 定点 YE R", № у 到 最 近 的 格 点 的 距离 : 


КГ, y) -minlx- yl 


(参考 文献 [5] 以 及 本 书 的 引 理 3.5 和 3-6). 

L? - 运算 享有 的 性 质 是 这 些 下 界 通常 接近 实际 的 最 小 
解 .在 一 种 生成 状态 , 其 格 不 太 改 变 , 简化 基 的 向 量 с 都 有 大 
约 相同 的 距离 ,其 数量 级 是 

| det(D)!/ 

IT) 的 值 以 及 对 其 计算 出 的 下 界 差不多 一 样 大 . 若 y 不 
太 接 近 于 一 个 格 点 ,对 AC, y) 同 样 有 效 . 此 外 ,在 理论 意义 和 
实际 上 (参阅 文献 [68]P.7) 计 算 的 运行 时 和 都 是 适宜 的 . 

© 为 了 解决 上 述 寻 找 关 于 maax|ELi - pi 的 下 界 问题 ， 我 们 取 
格 荆 如 下 . 设 c 是 一 个 整数 , 至 少 象 QRZ Ж. n+ m Ж 
的 格 T 用 特定 的 基 即 矩阵 


1 
"S 23 r 
0-0]. c [C8] .一 C 
| 2 | 
ШС-68,1-- ІС a ext f. 


的 列 向 量 bi, … ,bs 来 定义 (符号 J 意味 着 所 有 没有 明确 给 

"— Е). 对 这 个 格 运用 D - 运算 我 们 找到 一 个 
简化 基 , 其 基 向 量 将 大 约 有 距离 CI 其 大 小 近似 于 Q. 
一 般 地 说 ,C 较 大 , 简化 基 的 基 向 量 距 离 也 较 大 ( 且 关 于 1(T) 
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和 1(T,y) 的 下 界 也 较 大 ). | i 
让 我 们 首先 讨论 齐 次 的 情形 , 即 对 所 有 i8Bi=0, 考 虑 格 
RR x= B [qs ары АЛ . 它 等 于 
= [qasiqa la C pi l C fs 
其 中 


L= Èq [C], і=1, "п. 


应 用 L3 - 运算 , 我 们 找到 关于 1I(F) 的 一 个 下 界 , 其 大 小 为 
Quo .我 们 假定 它 足 够 大 (若非 如 此 , 我 们 尝试 关于 C 的 稍为 大 
些 的 值 , 并 再 一 次 对 被 这 个 C 限定 的 格 进行 D - 运算 ). 这 
样 ,我 们 可 假定 存在 一 个 较 小 的 常数 Ci, 使 得 


Èa- Cp ST)? - m-Q1> CQ. 


我 们 有 |L - CL, | Sim: Qs, 因此 我 们 可 假定 对 较 小 的 常数 
C, С; 


max | L; — p;| >C,*C 1+max|Li - C: pil >C, * Qo /C. 


由 C 的 选择 ,这 个 最 后 的 界 大 小 合 符 要 求 . 

其 次 ,我们 研究 非 齐 次 的 情形 , 这 里 p, 不 全 为 零 .我 们 如 
同 齐 次 的 情形 取 相 同 的 格 (注意 格 的 定义 仅 依赖 于 6 和 
C) ,考虑 点 


19 


y= (0,-%,0, = ІС: 8,1. хэс = |С-8,117, 


B 一 运算 ,从 简化 基 我 们 找到 关于 1(T,y) 的 一 个 下 界 . 假 
定 其 足够 大 , 大 小 为 Qo. BATT ST JU TF IR AE А АНЕ 
x=B- [qi 7 Pi Pi: ЯЛЫ 则 


站 [gg 
其 中 


L= [C81 + Sa [C0], i21,-",n 


与 齐 次 的 情形 理由 相同 , 现在 导出 需要 的 结果 .注意 到 若 我 们 
对 给 定 的 已 进行 了 一 些 13 - 运算 , 我 们 可 运用 其 结果 处 理 
齐 次 的 情形 , 一 样 可 以 处 理 具 有 有 不 同 Bi 的 许多 非 齐 次 情形 ， 
只 要 6 是 相同 的 . 

先前 叙述 如 何 求 丢 番 图 不 等 式 组 的 下 界 .由 上 述 可 清楚 
看 到 , 求 有 效 解 是 不 困难 的 , 即 满足 Q<Q 及 max|Li- pi| 的 
(ms ***s das Dye ts Da) ) 接 近 于 最 可 能 的 值 . 事实 上 , 在 齐 次 的 
情形 , 简化 基 的 基 向 量 是 满足 要 求 的 ,而 在 非 齐 次 的 情形 , 接 
Xt у 的 格 点 是 这 样 的 解 .接近 y 的 格 点 不 难 一 次 找到 一 个 简 
化 基 是 合用 的 .特别 地 , 若 s1,…, ss € R By KF MLE 
fi, 则 可 取 ( 关 于 简化 基 ) 坐 标 eZ 的 格 点 趋 于 s,i= 1,…， 
n. 
”上述 定义 的 矩阵 中 出 现 表达 式 [C.6], 利 用 这 一 表达 式 
我 们 构造 了 一 个 完全 整数 的 格 , 即 TE 2.12 - 运算 能 确切 地 
适合 于 这 些 格 , 因此 偏离 的 错误 就 可 避免 (参阅 3.5 节 ). 错 误 
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RE L, 和 C: L, 两 者 不 相同 时 才 会 发 生 , 因此 ,通过 选择 适当 
的 常数 C, Со, C, 可 保持 在 控制 之 下 .当然 我 们 必须 精心 取 0; 
和 g, 的 数值 精确 到 充分 的 精度 .我 们 在 2.5 节 简 短 地 讨论 这 
一 数值 问题 . | | 

上 述 丢 番 图 多 近 问 题 的 可 变更 方法 是 对 线性 型 Li 给 予 
加 权 , 即 对 


тахм; |14 — pi| 


寻找 下 界 ,这 里 w 是 固定 正 数 .这 种 情况 ,通过 用 Cw KE 
和 矩阵 第 (n+ i) 行 的 每 一 个 C, 是 易于 处 理 的 . 

另 一 个 变更 方法 是 此 处 并 非 所 有 变量 q 都 有 相同 上 界 
Qo 的 问题 .为 着 说 明 这 一 点 ,假定 n=1, 且 


L= д6 
现在 假定 对 某 Qi > Q,( 须 便于 使 0,10), 我们 感 兴趣 的 是 满 
足 2% | 
lgl KQ, 当 j 委 ml ; lq] <Q, 34 j>m +1 


的 解 . 
其 次 设 C 的 大 小 是 


Qm t1.Qm m, 
并 取 和 矩阵 
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c о,/0; 


| Qi/Q; 
[Cà] - [C&,] [Ce ^ [C9 -C 


其 行列 式 的 大 小 是 QP+1. HEA Газ, n qus L — Cop), S 
因此 期 望 max(|q;|, +, 19, 1), СО,/О;) max( | да ili 7l 


а DFIIL- C.pl 的 大 小 都 是 Qi .由 此 导出 1L - p| 的 大 小 是 
Ог": Qz (m m) .这 一 变换 对 于 应 用 实 的 和 p- adic 的 方法 的 
结合 是 有 用 的 ,这 有 如 Thue - Mahler 方程 (看 8.6 节 ). 

我 们 通过 给 出 b- adic 丢 番 图 逼近 的 模拟 方法 来 结束 这 
一 节 . 我 们 假定 05, B EQ 此外, 他们 是 p- adic #8. it No = 
NU(0), 对 任意 р-айс 整数 7 和 任意 BN. 我 们 用 yx 
示 唯 一 的 有 理 束 数 , 使 得 


y=7")(modp"), Оу <р", 


U EN 使 得 pr ЖЖ ЕШ О" 一 样 大 小 ,又 假定 EB 
大 ( 它 是 常数 C 在 上 述 实 的 情形 的 模拟 ) 取 格 荆 使 其 基 由 甜 
阵 
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E 
Ø 1 
В= р e ӨМ p 
89. өш фу : pr 
的 列 向 量 给 出 .考虑 格 点 


B: (а ` Ó ms 21,77» 211 (аһ "7.9, рр Pal’. 


则 显然 有 
АЖ Ea "95 + up 
B, 8 下 被 表示 为 集合 


Гэв {Lars 77. dms Рі» 7» р Є z"*"| Зауер, 
(тоа р“), і=1, =, n] 


12 一 运算 提供 关于 此 集合 的 非 零 向 量 的 长 度 的 一 个 下 界 , 其 
大 小 与 ph VO, 且 属 于 О. 只 要 p 取得 足够 大 , 便 可 
导出 所 和 需 的 结果 . 

对 于 非 齐 次 的 情形 , iZ 


у= 0, «ss A). es (5, маг 一 Bo yt, 


考虑 集合 
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p“ = ІСТЕ *** Ams ВЭ p]. € улайн 


B+ Хаг mp (nod р“), i= 1, ө}, n| 


当 且 仅 当 x+ yET 时 ,有 xET* ,因此 T* 是 一 个 变换 格 . 对 
于 I(T,y) 的 下 界 便 导出 所 需 的 结果 . 

如 同 实 的 情形 , 再 变换 是 可 能 的 , 例如 在 第 (n+i) 行 用 不 
同 的 а 代替 p. 用 这 种 方法 甚至 可 能 同时 处 理 多 个 素数 p, 只 
要 在 第 (n+i) 行 用 不 同 的 ph 代替 p. 

我 们 对 p-adic 情形 再 简 述 一 个 变换 . 假定 我 们 仅 有 一 


个 线性 型 人 = Da .6 一 个 参 变量 pE z, 我 们 要 研究 何 时 人 


与 0 a, BEATA RBG ph, ph. 因此 ,我 们 感 兴趣 的 是 
集合 


Il’ = fiq sdn p] EZ] 


Zap (mod ph),i- 1, ө, n] 
因此 ， 对 所 有 j, 取 6”EZ, 满足 
6j =6, (mod ph), i71,:,n, 
0556 < Tipt, 
8” 可 用 中 国 剩余 定理 计算 .现在 ,Tr" 便 是 由 
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з Ө thot) 


的 列 向 量 生成 的 格 ， BW +W, a "CERDO 
FRE ches 

我 们 用 三 点 附注 来 结 吉本 节 . 首 先 考虑 格 的 维 数 仅 为 2 
的 情形 , 其 L3 -- 运算 本 质 上 是 连 分 数 运算 , 故 得 不 到 任何 新 
的 东西 .对 p- adic 连 分 数 运算 ,参阅 文献 [134] . 其 次 , KA 
ERIH E E EDEA A aE X KIR IE E T E E AY Davenport 引 
理 来 处 理 , 可 参阅 文献 [11] 以 及 [36]; 我 们 将 在 第 3 章 回 到 这 
个 问题 上 来 , 并 说 明 我 们 为 什么 更 喜欢 我 们 的 方法 . 

最 后 , 特殊 的 委 番 图 逼近 的 上 述 方法 的 一 个 优美 特征 是 
若 一 个 最 大 解 存在 , 则 在 齐 次 的 情形 , 其 格 (具有 适当 常数 C 
和 门将 变形 .这 意味 着 简化 基 将 不 象 预期 的 那么 优美 . 例如 ， 
可 能 存在 一 个 基 向 量 大 体 上 较 其 他 的 短 .在 非 齐 次 情形 , 最 大 
解 存在 意味 着 存在 一 个 格 点 极端 接近 于 y 运算 立即 看 出 这 
种 反常 状态 .在 多 数 情形 , 其 最 大 解 都 显示 给 出 (例如 , 在 齐 次 
情形 , 如 同 简化 基 向 量 ). 可 以 检验 , 此 处 这 个 最 大 解 实际 上 满 
足 原 来 的 方程 .接着 做 下 去 ,用 除了 最 大 一 个 之 外 的 所 有 格 向 
量 的 下 界 代 替 以 上 推理 (ГЭВ КГ, y). 这 些 新 下 界 一 般 就 是 
所 期 待 的 大 小 . 然而 ， 我 们 实际 解 委 着 图 方程 时 从 不 会 轴 到 这 
种 反常 状态 . 
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1-5. 降低 上 界 的 程序 


{Е 1-2 节 我 们 已 看 到 , 怎样 找到 指数 不 等 式 或 方程 存在 
的 解 的 上 界 .在 1-4 节 我 们 研究 了 从 估计 的 特殊 点 进行 委 番 
图 逼近 的 理论 .现在 ,将 两 者 结合 起 来 . 

对 Gelfond - Baker 理论 的 应 用 ,我们 从 以 下 问题 出 发 .我 
们 有 线性 型 


此 处 B 和 6 是 常数 (他 们 是 代数 数 对 数 现在 并 不 重要 ),n; 是 
未 知 整 数 .我 们 知道 , 入 极 靠近 于 0, 即 


ІЛ|<С-ехр(-8-М), 


其 中 C,5 是 (小 ) 常 数 ,N= maxlani| ,最 后 , 我们 得 到 关于 N 的 
显示 的 上 界 yo. 这 个 No 非常 大 , 比如 10°. 

我 们 已 清楚 ,用 1-4 节 中 概述 的 方法 来 解决 这 个 问题 . 对 
于 Qo, Ж No, 我们 有 n=1, 在 实 的 情形 ,我 们 要 求 选择 C 的 大 
小 最 低 限度 是 NT, 则 对 于 小 常数 C' 


IA|I>C Ng”. 
结合 关于 | 人 | 的 两 个 不 等 式 , 得 到 
N«log(C/C')/8 + (m/8) .iogNo. 


因此 N 的 上 界 No 被 降低 到 上 界 Ni, 其 大 小 是 logNo, 这 的 确 
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是 不 可 忽视 的 改进 .现在 , 我 们 用 Ni 取代 No, 并 按 此 过 程 重 
复 做 下 去 , 直至 得 不 到 进一步 的 改进 为 止 .实际 上 几乎 经 常 出 
现 的 情况 是 降低 了 的 上 界 接 近 于 实际 的 最 大 解 .无 论 如 何 , 在 
满足 需要 的 界 之 下 寻找 所 有 解 的 简单 方法 是 微不足道 的 . 

É p — adic 情形 ,模拟 的 降低 上 界 也 能 达到 .相似 的 理由 
如 下 .由 线性 型 人 (参看 (1.4) 式 ), 我 们 有 


ord, ( A ) 之 Ci 十 C, ` mj, 


其 中 Cy, C, 是 小 常数 , m; 是 变量 , 此 外 , 变量 以 大 常数 No 为 
界 ,这 是 显然 的 . 取 j 使 得 pr 的 大 小 至 少 是 NET, 因此 , 关于 
r( 或 T"* ) 中 最 短 的 非 零 向 量 的 下 界 比 VmNo 大 .由 此 导出 格 
rT( 或 变换 格 I”) 的 元 素 不 是 (1'2) 的 解 . 因此， 

| C, G mp. 


因此 ,我 们 找到 了 关于 mi 的 一 个 新 上 界 , 其 大 小 是 ', 心 大 约 是 
logNo/logp. 为 了 得 到 关于 H, 的 降低 的 上 界 , 我 们 对 所 有 mi 
重复 这 一 过 程 . 若 这 仍然 不 足以 立即 得 到 降低 了 的 关于 H 的 
上 界 , 则 我 们 可 以 对 实 线性 型 应 用 简化 步 豫 , 以 便于 对 某 些 变 
量 刚好 找到 好 得 多 的 上 界 ( 参 阅 1:4 节 中 第 二 种 变更 方法 ). 
我 们 尽 可 能 再 重复 全 部 程序 . 
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第 二 章 ”代数 数论 与 超越 数论 


241 代数 数论 


本 节 引 进 代数 数论 的 一 些 结果 ,这些 结 果 的 运用 供 窒 在 
以 后 各 章 之 中 .这 些 结果 的 详细 证 明 可 参见 文献 [21]、[421、 
(891. 

设 K 是 @Q 的 次 数 D=:(K:Q] 的 有 限 代 数 扩张 .此 时 存在 
DA KA o:K—C. i a€ K 是 次 数 为 d 的 元 素 , 并 设 a >0 是 
Z 上 4 的 最 小 多 项 式 的 首 项 系数 .我 们 定义 a 的 Weil BH hla) 
为 à 


h(a) = ЧовГар” 1 max Cl, НО, 
RP, REU HOB CERA o. 由 于 这 一 定义 不 依赖 于 域 K. 


ЯН, а ВУЗЕ a= ар, °°, ay, ШАК = Qla) ЛЛ ЕИ: 
定义 ,可 得 


héa) = 1. -ogla ЇЇ max( ls lo;| ) 16 


特别 是 当 a € Q HT, WR a= д/в, (р, д) = 1, р, q€ Z, WY h 
(a) = fógmax(| pl, 191); 92 a€ Z, ЙІ Һ(а)-іоріс!. 

i K 存在 s 个 实 嵌入 和 .2.t 对 复 嵌 入 (此 时 D=s+2:0). 
根据 Dirichlet 单位 定理 可 知 : 存 在 一 组 r=s+t-1 个 独立 的 
单位 є, s, e, 可 使 K 的 单位 群 由 
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[eene |С 是 单位 根 ， ш =, 


给 出 .K 中 仅 有 有 限 多 个 单位 根 .任何 一 个 可 生成 单位 群 无 扭 
部 分 的 独立 单位 组 称 为 K 的 基本 单位 组 . 
Ж a =1, Wa 称 为 代数 整数 .元 素 aEK 的 范 数 定义 为 


Nço(Q) = По(а)- [Ùa] 


对 于 代数 整数 a, Neo (o) € 2. K 中 的 单位 恰好 是 范 数 +tl 的 
元 素 .对 K 中 两 元 素 a, 8, 若 存 在 -个 单位 e, 使 得 = e- B, 则 
称 a 与 B 是 结合 的 . 设 (a) 表 示 由 a 生成 的 理想 ,结合 的 元 素 
生成 相同 的 理想 , 且 同 一 理想 的 相 异 生成 元 必 是 结合 的 .K 中 
仅 存在 有 限 多 个 非 结合 的 代数 整数 满足 给 定 范 数 . 设 Ok = 
ж K 的 代数 整数 环 , 如果 Ok 的 元 素 ay, °°, ap 是 Q 一 线性 无 
关 的 , 则 Zra X - X Z: ap RH K MM, CRRA’ OK 的 子 
Ж. | 

K 中 任意 代数 整数 可 写成 既 约 元 素 的 积 . 这 里 既 约 元 素 
( 素 元 素 ) 是 指 除 与 其 自身 结合 的 代数 整数 以 外 没有 其 它 整 因 
子 的 元 素 .但 是 , 这 种 分 解 不 必 是 唯一 的 .理想 也 能 分 解 成 素 
理想 的 乘积 , 而且 这 种 分 解 是 唯一 的 . 主 理想 是 由 单一 元 素 o 
生成 的 理想 .两 个 分 式 理想 称 为 等 价 , 若 他 们 的 商 是 主 理想 . 
众所周知 , 仅 有 有 限 多 个 等 阶 类 , 它们 的 个 数 称 为 类 数 hx .对 
于 一 个 理想 а, ay 必 为 主 理想 .整理 想 а 的 范 数 定义 为 
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Мұ/о(а)-ж(оқ/а). 


对 于 一 个 素 理想 /, 存在 一 个 有 理 素数 p, 使 得 /是 (p) 的 
一 个 因子 .此 时 ,我 们 称 关 落 在 p 上 /整除 (p) 的 最 大 次 数 称 
为 /的 分 歧 指 数 , 记 作 е, 的 剩余 类 次 数 太 是 通 合 、 


Nk/o(p) = p^ 


的 整数 . 素 理想 /整除 理想 a 的 精确 每 次 数 用 ord,(a) 表 示 . 对 
分 式 理想 a, 这 个 寡 可 以 是 负 的 .对 于 数 а, 我 们 将 ord,((a)) 
写成 ord (a) .注意 到 对 所 有 «вк, 可 以 定义 


. ordp(a) -оға,(а)/е,. 


关于 这 方面 的 详细 内 容 将 在 2:3 301436. 


2:2 预备 引 理 


本 节 给 出 几 个 简单 的 备用 引 理 .第 一 个 引 理 使 我 们 能 够 
对 被 logx 的 多 项 式 界定 的 某 个 实数 x>1 找到 一 个 闭 型 上 
界 . | 

引 理 2.1 i a20,h21,b»0, Xii x€ R,x>1 满足 


x<a+ b° (logx)! 
E b» (e*/h)^, W 
x«2h. ЕШ + b!/^-log(h^- b) ТМ, 


又 车 b<(e2/h)", W 
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х2 [Ub 2-71, 
证 明 ”我 们 可 假定 x 是 0 
| PEE 
的 最 大 解 .由 (zi + 2) cah + of!” TS 
x!/h<Çalfh + cclog(xMVh)， 
Др c=h bh, H x!/^ = (1+ y)+crloge XE X y. Hi 
logc< log(c* loge) 
导出 ， 
c+ (logc)" < b+ [log[ c^* (logc)]^, 
ЖИА х2 с": (1орс)". Alt y 20. RÆ, - 
(1+ y)*e*loge s х aV + c.]og(1 + y) + c*loge + c*logloge 
aV + сеу + e° ogc + e*logloge 
因此 
у*с* (logc - 1) < a!/b + с. logloge. 


Ж ce, 则 导出 
xl 人 h = c-loge + y*c*loge € с°1одс+ Ern c*loglogc) 
<2. (a! + c+ loge) 
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Ж <e, WERS x<a + (e@/h)"…(logx)", 因 此 ,在 此 情形 下 
可 假定 c=e .证 毕 . 

以 下 两 个 引 理 说 明 , 无 论 是 实 的 还 是 复 的 x, | x! ABA). 
Д] x 与 log(1+x) 十 分 接近 . 

引 理 2.2 设 a€R, 若 a<1 且 |x|<a, 则 


llog(1+ x) | < HEU. |x| 


[х]< 177 ;* [eh 11. 


E BH LEOTE HV MG 是 严格 正 的 和 严格 减 
小 的 函数 .因此 对 |x| <a, 它 总 是 比 它 取 x= 一 a 时 得 到 的 值 
小 .对 涵 数 x/(e* 一 1) 也 有 同样 的 结论 . 

引 理 2-3 设 0<a 委 r, 若 |x|<a, 则 


š ERN TEILS ек1 


# а<2, |е" 11 «a В |х| € x, W 
|х! «sin (a2) қ [еж 11 
证 明 ЕНІ е - н =2， sin +x) |, М. EER 
x)/x 是 正 偶 涵 数 , 在 0 二 x<a 上 减 小 ,因此 它 在 x=a 处 取得 
最 小 值 .第 一 个 不 等 式 已 导出 .第 二 个 不 等 式 可 用 类 似 方 法 让 
得 . 


32 


2:3 p-adic 53 ER 2 


本 节 给 出 以 后 将 要 用 到 的 关于 p- adic 数 及 其 函数 的 结 
Se, 详细 证 明 可 参考 文献 [6],[57],[58]. 

我 们 假定 读者 熟知 p- adic 数 域 Q X p — adic WE ога,. 
注意 到 ord, 寻常 定义 在 Q, E, 5 2:1 节 给 出 的 定义 相 一 致 
我 们 用 0, 表示 Q 的 代数 闭 包 的 整体 , 即 对 此 域 所 有 P ~ adic 
理论 都 能 应 用 . | 

每 一 个 非 零 数 a € Q, A p-adic RA 


a= p p, 


ЖОР k= ога, (а), p- adic 数字 u (0,1, +, p — 1) FOR, W 
Ж 0520. ЛЕН F, 22 0 可 通过 取 k=0 及 所 有 数字 等 于 0 
来 表示 ,并 定义 ord, (0) = оо. # ord, (0) 20, Ul] & 79 p — adic 
整数 .p 一 adic 整数 集 用 Z, 表示 :一 个 p-adic 单位 是 vE'Q 满 
Ж ord,(a) =0. 对 于 任意 p 一 adic 整数 a 及 任意 pyE No, 存 在 唯 


= 
一 有 理 整数 a = Sup 满足 
ord,(a ~a) >p, Оа) р" – 1. 


对 于 ordp(a) Sk, 我 们 也 写成 a 0( modp*) . p – adic 范 数 定义 
为 


[a] p = Р 946) | 


# 2-1 节 我 们 已 看 到 如 何在 Q 的 代数 扩张 上 定义 ord, 
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Жоға, Е ordp(a) >1/(P — 1)" Hj a € Np, KATA VA 
定义 p — adic 对 数 log (1 + а) 29 MRA 


logp(1 + a) =a- 02/2 + 02/3 – ·-· 


这 个 对 数 函 数 有 熟知 的 对 数 性 质 . 有 如 Говь (8; ` 6) = loge CE) 
十 logp( 色 ) 对 已 定义 的 所 有 6, 6, 成 立 .进而 , logo (8) =0 当 且 
仅 当 & 是 一 个 单位 根 时 成 立 .在 Ор 中 仅 有 的 单位 根 是 第 (p 一 
1) 个 单位 根 (车 p 是 奇数 ). 运 用 这 些 性 质 , 这 个 对 数 函 数 扩充 
到 所 有 满足 ordp(€) =0 的 EE Qo. 由 费 马 定理 ,对 于 代数 数 域 
{ЕЛЕ КЄМ (849 ord, (£* — 1) 2 1/(p - 1), W 
logp(€) = 二 "loge[1 + (8 —1)]. 

一 个 等 价 定义 是 loge (€) = loge (£/C), 其 中 是 单位 根 ,使 得 
ordp(& - t) >0. 用 这 种 方式 ,p- adic 对 数 是 怡 当 定 义 的 函数 . 
注意 logp(&) 落 在 由 & 生成 的 Ор 的 子 域内 ,最 后 , 我 们 注意 
到 , 如若 ordp(&) >1/(p 一 1), 则 


ordp(€) = ordp(logp(1 + £)). 


24 ”对 数 线性 型 的 下 界 


本 节 我 们 引入 要 用 到 的 Gelfond — Baker 理论 的 详细 结 
果 . 他 们 导出 代数 数 的 对 数 线性 型 的 下 界 .我 们 通常 不 给 出 这 
些 定理 的 充分 一 般 的 情形 , 因为 本 书 仅 出 现 未 知 有 理 数 的 线 
性 型 ,尽管 Gelfond — Baker 定理 几乎 都 是 对 未 知 代数 数 的 线 
性 型 提出 的 .我 们 选择 完全 显示 的 常数 界 , 因为 仅 有 这 种 彻底 
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显示 的 结果 能 为 我 们 的 宗旨 所 使 用 . 

具有 至 少 三 项 的 对 数 线性 型 方面 的 第 一 个 结果 应 归于 
Baker[7], 而 在 p — adic 情形 应 归于 Coates. 关于 这 一 理论 的 
综述 可 参考 文献 [10]、[132]. 我 们 将 应 用 更 新 近 、 更 强 的 结 
果 , 归 于 Baker 和 Wiistholz[12]、[133] 和 于 坤 瑞 [142]， 
[143]. 

首先 论 及 实 的 或 复 的 对 数 线性 型 我 们 引进 Baker 和 
Wiistholz[12] 以 及 Waldschmidt[ 133 ] HAR: 

引 理 2.4 Жа, а, "о, 是 非 零 代数 数 ,K = QC оз, 
…, an) 的 次 数 等 于 D. 如 果 对 于 整数 bl, by, ++, ba, Л = biloga; 
+ bylogay + = + bloga, 20, 则 必 有 


| A |Zexp( = C(n)D"* 2 (logo + logD) ( TI logA;) (logB)), 
其 中 
C(n, D) < min(25^* 10, 18(n+1)! nn+1 26n+32n3n+6)， 


1 
` logA = maxi. | Мова d.a), і-1,2,-%,п, 


В = тах(2, lbjl, 1551, 5, Ibal). 


有 关 引 理 2.4 中 常数 的 改进 情况 还 可 参考 Blass, Glass, 
Manski, Meronk 和 Steiner[ 19], [20], Loxton, Mignotte, Van 
der Poorten 和 Waldschmidt [ 70], Philippon 和 Waldschmidt 
[94], 以 及 Wiistholz[140] 等 人 的 工作 .对 于 n=2 的 情形 , BH 
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显 的 上 界 已 由 Mignotte 和 Waldschmidt[81],[82] 给 出 .再 改 
ЖШН Laurent, Mignotte 和 Nesterenko[ 62] 给 出 . 

在 p-adic 情形 ,我 们 引进 两 个 结果 :一 个 归于 Schinzel 
[101]( 定 理 1), 是 关于 具有 两 项 的 对 数 线性 型 的 情形 , 另 一 - 
个 关于 一 般 情形 的 应 归于 于 坤 瑞 [141] (也 可 参阅 于 坤 瑞 
11421). 我 们 注意 到 于 坤 瑞 的 界 大 大 改进 了 上 面 Van дег 
Poorten[98] 的 结果 , 而 且 还 改正 了 文献 198] 中 的 一 些 错 误 . 

引 理 2-5(5сһілгі) 设 P 是 素数 , 设 信 是 无 平方 整数 ， 
i DE&K-Q(/A)BJISIC. ig e 6/8 R x х/х fe K 的 
ЛЖ. ВНЕ, Е, х, 是 代数 整数 . 今 


1.=logmax[ |е 0125, | эх |, Lex 1, 11, 


ЗОЛ, | r || жтек ЕЛИМ ХАНЫН 19, he K I RE 
想 , 满足 范 数 N = PP. i$ p= 2/p-logP, 9 7 ord, (р). 4# & 9X x 
是 一 个 p 一 adic 单位 而 且 Ex", W 
ord, (£^ - x?) < 105«4 L р о" t [logmax( Im], 1n]) * фе ре 2/15, 
ГІШ 2-6 СЕН) і al,…,an(n 宇 2) 是 非 零 代数 数 . 
4 L-7Q(a, a), а= [L:Q]. i$ by, b, EA MER. i y 
是 工 的 一 个 素 理想 , 落 在 有 理 素数 p Edi e, JA EHE f 
是 上 的 同 余 类 次 数 .L 关于 ord 的 整体 写成 L,( 则 对 所 有 BE 
L, 我们 有 ога, (В) =e*ord,(B). 设 aq 是 一 个 有 理 素数 使 得 


qtp* (pt - 1). 


RB 
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Vi 他 max[h(a)， f (logp)/d], j= І, very Mm. 
使 得 | 


Vi S> Va- Vi-,7 тах(1, V,-/). 


Bo=min|b|, В„>|Ь„], B 之 max|bi| 
гс n. b #0 Сєп-1 


B 之 max[ |bi|,…, |b,|,2], 


3 


4° 


Wzzmax[log(1 + В, logBo,f (logp)/d]. 
假定 对 j= 1, --+, п, ога, (о) = 0, W | 
[L(a]/5, ---, а): 2 qn (2-1) 


Ш ord, (ba) согд, (Ь),і-і,--.п,Н ай, ob 3*1. IBZ 


ord, [api taba — 1] су (р, п) tapen 5/2 «g?"™-(q—-1)+ 


Sa or Clogp)/ 


“ор (n+ g): (pi — 1) ° (2 + 
d) 872). 
w Е + 
"Vie Vat Сее +108044) 1: [log(4*d* Vj, + 
Ч 08р) /8 п], 


其 中 当 n<7 WY, a; = 56°е/15; 
M nz8 时 ,al =8-е/3. 
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ІП ca(p,n) 由 下 表 给 出 ,对 р2>5, 


e (p п) ee (pm) Qi LL 


768523 | 476217 | 373024 | 318871 | 284931 | 261379 12770008 


167881 | 104028 | 81486 | 69657 628 | 57098 | 116055 
87055 | 53944 | 42255 | 36121 322% | 24584 | 311077 


注 于 坤 瑞 [143] 给 出 的 结果 中 ,删除 了 “独立 条 件 "(2. 
1), 具 有 更 多 或 更 少 的 相同 常数 .这 一 结果 当 ap 时 更 易于 
应 用 . | | 


2:5 数值 方法 


根据 丢 番 图 逼近 理论 ,用 计算 的 方法 解 丢 番 图 方程 ,正如 
我 们 将 在 第 4 至 第 8 章 所 进行 的 , 有 必要 取代 数 数 对 数 ( 实 
的 、 复 的 或 p- adic 的 ) 有 效 的 足够 大 的 精度 (可 以 是 数 百 个 
数位 ) .我 们 将 不 深入 到 计算 这 样 的 逼近 问题 , 而 只 在 本 节 给 
出 几 点 注 记 ， | 

首先 , 多 数 计算 机 (主机 以 及 专用 机 ) 计 算 的 精度 不 满足 
我 们 的 要 求 .通常 至 多 是 达到 二 倍 精度 (52 位 二 进位 数 , SH 
于 15 位 十 进位 数字 ), 或 者 至 好 也 不 过 四 倍 精度 (112 位 二 进 
位 数 , 等 价 于 33 位 十 进位 数 ). 这 不 能 充分 满足 我 们 的 要 求 ， 
不 仅 因为 我 们 要 求 更 高 的 精度 , 也 因为 我 们 想 把 舍 入 误差 控 
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制 住 ,使 丢 番 图 方程 确实 没有 解 被 合 入 误差 的 意外 影响 而 遗 
йн. 

具有 任意 精度 的 计算 程序 包 是 可 得 到 而 且 很 有 用 的 . 例 
如 ,R.P.Brent 的 MP 程序 包 ( 参 见 文献 [24]). 同样 地 , 我 们 
为 简单 的 多 精度 数 计算 编写 自 己 的 程序 包 是 不 难 的 ， 例如 加 
法 、 乘 法 和 除法 (为 有 效 计算 , 参阅 文献 [56]). 据 作者 所 知 , El 
前 还 没有 公开 的 p-adic 数 方面 的 计算 程序 可 以 得 到 .但 对 
实数 , 其 程序 相 类 似 , 因此 相对 地 容易 (虽然 可 能 是 麻烦 的 ) 自 
己 编 出 . 

计算 整 系数 多 项 式 的 根 可 用 牛顿 方法 ,在 实 的 及 p-adic 
的 情形 .获得 的 结果 必须 正确 也 就 是 要 求 的 精度 正确 ,不 仅 找 
到 的 近似 根 代 入 多 项 式 并 验证 其 结果 在 要 求 的 精度 内 是 0, 
而 且 对 牛顿 方法 也 要 进行 理论 误差 估计 ,或 用 “ ЕНЕ” (5, 
FE). 

计算 对 数 也 可 用 牛顿 方法 ， 但 我 们 发 现 岗 用 泰勒 级 数 


log(1 + x) -х-х/2-х/2-.- 
ханна 
log =~ x=2[x+ х/3- 415 tee], 


ы камин nee ca, 
Loon i+ 8 8 xr T B WS E BE AY logi. 1, logl; 0001, logi. 
00000001, 将 其 保留 .现在 计算 x, € [1, 1.1 ] fll k € Ns, f (8 


x=x,°1.1% 


这 仅 是 小 分 子 和 分 母 (11 和 10) 的 有 理 数 的 多 精度 数 除法 的 
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一 些 问题 ,能 做 得 快 .其 次 计算 x, € [1, 1. 0000000111 k, € 
No, 使 得 


X2 = x4 + 1 00000001% 

然后 用 泰勒 级 数 计算 logxs, 其 收敛 非常 快 , 并 由 

logx = logxs + Кз + log! . 00000001 + k; "logt. 0001 + ki*logl.1 
计算 logx. 所 有 这 些 计 算 , 都 必须 留心 控制 住 每 一 个 加 法 或 乘 
法 出 现 偏离 的 错误 .以 运用 “区 间 运 算 " 的 做 法 为 倒 , 即 对 所 有 
运算 ,两 次 取 比 实际 需要 略 多 的 数字 , 每 一 步 偏离 不 同 的 方 
向 .然后 ,得 到 充分 小 区 间 , 精确 数 就 落 在 该 区 间 内 (具有 数学 
的 必然 ). 

arctanx 通过 泰勒 级 数 

arctgx = x — x /3+ x /5— -> 


计算 . 数 x=3.14159… 可 通过 恒等式 


“ай Яе Ad 
x= l6*arctan1/5 一 4.arctan 239 


用 此 泰勒 级 数 对 反正 切 函 数 来 迅速 计算 . 
进行 p-adic 运算 优 于 上 面 实 运算 , 偏离 不 会 趋 于 更 大 ， 
只 要 不 被 具有 正 p-adic 次 数 的 数 整 除 . ord, (x) > 0, W 
log, (1 + x) 可 通过 泰勒 级 数 
log, (1* x) =x— х2/2 + х?/3--: 


计算 , 也 可 用 - 
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log, 155 2[x+ x3/3+x°/5+--] 


计算 . 若 x550( modp) E. x#1(modp), 8 logpx 可 计算 ,因为 存 
Ж-4- КЄМ x*=1(modp), W 


log,x= +log,[1 +(x*-1)]. 


而 上 面 给 出 的 泰勒 级 数 可 用 于 计算 log,x. 注意 在 计算 土 述 泰 
` 勤 级 数 时 ,各 项 的 分 母 中 有 因子 p. 因 此 , 找 出 log,(1+x) 的 前 
p p-adic 数字 , 仅 计算 泰勒 级 数 前 面 wyord CR 
的 ,但 前 k 项 必须 重视 , 其 中 k 是 满足 


k*ord,(x) – logk/logp=p 


的 最 小 整数 . 
为 了 泰勒 级 数 快 速 收敛 , 仅 对 具有 大 p- айс 次 数 的 数 x 
应 用 泰勒 级 数 是 合 符 需 要 的 .例如 


log34 = 3 — 32/2+33/3—…: 
收敛 速度 不 如 
logs4 = 3108364 = 117-3? — 72.3*/2 + 73:36/3 — +] 
快 ,或 不 如 
10634 = logs мн. =2[3/5+32/3.52 +35/3.55 + …] 
快 ,或 不 如 
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No ов, E 
B 3 78 4 -3.31/65 


4 2-07-32/65 + 235/365? + 75+310/5+655 + ++ ] 


№. 

3-5 节 所 述 , 对 于 12 - Ву ИНУ sm, БЭК 
考虑 是 充分 的 .我 们 对 某 些 常数 也 运用 简单 连 分 数 计 算 . 做 法 
如 下 .假定 我 们 要 计算 一 个 实数 v 的 连 分 数 展 式 , 可 用 有 理 数 
vi, v2 来 通 近 ,使 得 对 菜 个 小 e, 


Vi<v<v<vte 


我 们 可 精确 计算 чу, 的 连 分 数 展 式 , 直至 他 们 恰好 相合 , 便 
是 v 的 连 分 数 展 式 . 若 对 给 定 (大 的 ) 常 数 Xo v 的 连 分 数 展 式 
需要 到 分 母 q. > Xo 的 第 k 项 收敛 , 则 最 小 必须 小 到 X60?. 
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第 三 章 。 委 番 图 逼近 的 计算 


本 节 叙 述 用 于 降低 丢 番 图 方程 解 的 上 界 的 计算 方法 .我 
们 的 出 发 点 总 是 接近 于 0 的 线性 型 人 (在 实 的 或 p-adic 的 意 
义 下 .其 中 “接近 "明确 定义 为 包含 未 知 数 的 一 个 不 等 式 ), 此 
线性 型 具有 关于 人 的 系数 的 绝对 值 的 大 的 但 确切 知道 的 上 
界 .我 们 的 目的 是 通过 证 明 在 新 的 上 界 和 原来 的 上 界 之 间 没 
有 解 而 降低 上 界 . | 

设 v,…,vB 给 定 ,属于 R 或 属于 关于 固定 素数 P 的 
О. 设 xi…,xn 是 Z 中 的 未 知 数 . 令 


A =B+ хем. 
我 们 按 以 下 三 条 标准 把 这 一 线性 型 分 类 . 
一 齐 次 的 , Ж 8=0, 非 齐 次 的 , 若 BHO; 
一 一 维 的 , 若 n=2, 多 维 的 , 若 п223; 
一 实 的 , 若 对 所 有 iviER,p- adic 的 , 若 对 所 有 iviE 


n=2 时 称 其 为 一 维 的 理由 是 在 线性 型 
А = xi vi + хә ° v2 


的 齐 次 情形 下 , 归 为 研究 一 维 连 分 数 的 - v/v, 的 展 式 的 简单 
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情形 . МЕн n=1 SE иви 
“A= ape кет v 


在 实 的 情形 我 们 没有 任何 兴趣 , 但 在 p- adic 的 情形 我 们 是 
感 兴趣 的 .我 们 将 这 种 情形 称 为 零 维 的 . | 
ft p- adic 情形 我 们 要 求 分 数 v/v; 和 В/У; яға, 本 身 ， 
而 数 v. В 容许 是 某 较 大 的 а, 的 子 域 中 的 数 . 
设 c,5 是 正常 数 , 令 X=maclxil, 设 X, 是 一 个 (大 ) 正 常 
数 .在 实 的 情形 , 我 们 总 假定 | 


| Al €c:exp( — 8: X) (3-1) 


XXX, | (352) 


设 сү,с› 是 满足 >0 的 实 常数 .在 p-adic 情形 我 们 将 假定 
x, >0, 对 某 些 下 标 € (1,…,n), 且 


ord,( A ) Ze, + c; ` x (3:3) 


X& X, | (3-4) 


我 们 的 目的 是 找到 一 个 与 logXo 一 样 大 小 的 常数 K, 使 得 在 
实 的 情形 (3.2) 能 替换 成 X 委 Xi, 在 p-adic 情 形 , 界 x% 和 Xu 
((3.4) 的 推论 ) 能 改进 为 ху<Х,. 

在 以 后 的 各 节 中 ,我 们 将 按照 上 面 给 出 的 分 类 讨论 所 有 
情形 .我 们 在 La - 运算 方面 插入 3-4,3-5 节 , 这 是 我 们 主要 
的 计算 工具 .3.6 节 找 出 格 中 的 短 向 量 , 3-13 是 足够 我 们 用 的 
关于 某 些 子 格 方面 的 . 
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? 


3-2 实 的 情形 的 齐 次 一 维 逼 近 : 连 分 数 
我 们 首先 研究 
А =ху*у + хоу, 
的 情形 . 令 v= -v/v RIRE v 是 无 理 数 . 设 v 的 连 分 数 


给 出 .并 设 对 n=0,1,2,…， 渐 近 分 数 pon/qn 由 


ы. 
4-1 =0,q = I,Qa 47 ET T da-1 


定义 .众所周知 , 此 渐 近 分 数 满足 不 等 式 
， 
(ал+: + 2) -gq 
且 当 p/q 满足 不 等 式 


1 


< 2 
4n+1°n 


(3-5) 


“-8| ан (3-6) 
时 , р/а 必 为 渐 近 分 数 ( 参 考 Hardy 和 Wright[53], 58 163, 
171,184). 

不 失 一 般 性 ,我 们 假定 |vi| < 15|, >20, (х, x2)=1. 由 
(3*1) 导 出 ,存在 一 个 数 X (S XX", AA Xx 以 及 (3 
6) 式 中 (p,q)=(- хо, x) .现在 ,我 们 有 下 面 准则 . 
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8ІЖ 3-1 (i) 车 (3.1) 和 (3.2) 对 于 满足 XX" ху, х 
成 立 , 则 ( - хэ, хү) = (рь а) Е k WE 


к 19 48-Х + Лов 01448] + (32) 
进而 , 部 分 分 式 ak, :满足 | 
азі>-2%1|у;|-с”!“ехр(8-а,У/а, (3:8) 
(ú) BAKED k WE a с>” 
ак» > |уу|*с !“ехр(5-а,)/ф (3-9) 


(3-0 AEF хо, ху) = (p ae) 57. 

证 (1) 对 下 标 k, 由 XSX* 和 (3.6) 得 到 ( - x, xi) = 
(p Ok) .因为 最 小 是 第 (k + 1) 个 Fibonacci, 由 q, = x; = X 
= Хо 导出 (3.7) .为 证 (3.8), 只 需 应 用 (3.1) 用 (3.5) 的 第 一 
个 不 等 式 . 

(1) 结合 (3.5) 第 二 个 不 等 式 及 (3:9) 即 得 

我 们 也 可 直接 应 用 引 理 3.1000 T: 

812 3-2 ig 


А = тах(ау+ í) 


其 中 最 大 值 是 取 遍 满足 (3.7) 的 所 有 下 标 k, 若 (3.1) 和 (3.2) 
对 于 满足 XX, 的 xi, xo 成 立 , 则 | 


X« $--loglc- (A € 20711 ]* 二 :iogX 


注 : 从 引 理 3-2 导出 X 的 一 个 上 界 .这 里 我 们 可 应 用 引 
理 2.1, 但 引 理 2.1 显然 仅 对 大 的 b 成 立 . 


46 


证 (3.1) 和 (3.5) 导 出 
(4,41 +2): >, 142171 Doa, 1 1 1 exp(8*X). 


引用 引 理 (3*1)(i) 便 导出 结论 . 

实际 上 , A 很 大 的 情况 并 非 经 常 出 现 , 因此 这 个 引 理 能 充 
分 满足 需要 . 

概 而 言 之 ,这 种 情况 产生 计算 一 个 实数 的 连 分 数 直到 一 
定 精确 度 , 并 且 证 实 没有 极端 大 的 部 分 商 .这 一 想法 已 被 El- 
lison[ 37], Cijsouw, Karllaar 和 Tijdeman( 参 见 Stroeker 和 Ti- 
jdeman[114] 的 附录 ) 等 人 应 用 于 实际 , 同时 , 被 Steiner[ 109 ] 
应 用 于 关于 Syracuse(“3.N+1") 问 题 ,被 Cherubini 和 Wallis- 
er[31]( 仅 用 微型 计算 机 ) 用 于 确定 所 有 具有 类 数 1 的 虚 二 次 
域 .我 们 将 在 第 4: 第 5 章 中 介绍 这 方面 的 结果 . 


3-3 实情 形 的 非 齐 次 一 维 通 近 :Davenport 引 理 
以 下 情形 只 对 和 具有 以 下 形式 时 论述 : 
A =B+ хуу f хэл мэ, 


其 中 p0. 这样 我 们 可 以 应 用 Baker 和 Davenport[11] 引 入 的 
所 谓 Davenport 引 理 . 这 正如 齐 次 的 情形 ， 是 基于 连 分 数 计 
算 . 

Шу--»,/у» 由 =B/v2, 则 有 


У2 


设 р/а Ж v 的 满足 q> Xi 的 渐 近 分 数 .我 们 有 下 面 结果 . 


47 


引 理 3-3( Davenport) it "ll ЕЖ, 假定 
Паф >2-Х,/4 (3-10) 
(用 1E .| 表示 到 最 近 整 数 的 距离 ). 则 (3.1) 和 (3.2) 的 解 满足 
" | X« 4--log[ a! c/ Ive! Хо] і (3:11) 


证 .由 (3.5) 和 (3'10) 推 出 


2- Xo/q < Па (фе хуу + x2) + x (аур) || 
<а1Л/м:1 十 | хү |/q. 


由 (3.1),(3.2) 以 及 
Xo <q te vz | -ехр(-%-Х) 


便 导出 (3*11). 

若 (3*10) 确 实 不 是 满足 分 母 大 于 Xo 的 渐 近 分 数 , 则 必须 
尝试 某 一 个 进一步 的 渐 近 分 数 . 若 4 实质 上 不 比 Xo 大 , 则 (3， 
11) 导 出 正 合 要 求 的 X 的 降低 了 的 上 界 , 其 大 小 为 iogXo. 若 
满足 (3.10) 大 小 为 Xo 的 q RAF (BW e BH, 这 种 情形 极 不 
可 能 发 生 ), 则 并 不 失去 解 ,因为 仅 有 少许 例外 的 可 能 解 必须 
验证 . 详 见 Baker 和 Davenport[111. 

概 而 言 之 ,我 们 看 到 ,这 种 情形 的 基本 思想 是 :(3:1) 和 (3 
2) 的 非常 大 的 解 导出 v 的 渐 近 分 数 p/a АЙЫ, КР 1 аг 
yw 的 值 都 非常 小 .实际 上 出 现 的 情形 , a: p 总 是 离 最 接近 的 
整数 足够 远 ( eqy 上 几乎 是 随机 分 布 在 区 间 [0,0.5] 上 ). 这 
一 方法 的 实际 运用 者 有 我 们 已 经 说 过 的 Baker 和 Davenport 
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[11], 还 有 Ellison, Pesek, Stahl 和 Stalf 38 |, Steiner[ 110 ], 
Gaal[44] .我 们 将 在 第 4 章 应 用 .注意 到 我 们 在 3-8 节 对 多 维 
的 非 齐 次 情形 的 讨论 方法 ， 正好 也 能 应 用 于 一 维 的 情形 . xu 
被 de Weger[138] 所 论证 . | 


3-4 1 一 格 基 简 化 运算 ,理论 


为 了 论 及 具有 п:>3 的 线性 型 ,n=2 的 情况 的 简单 推广 ， 
必须 研究 多 维 连 分 数 .这 方面 好 的 通论 参看 Brenties[ 25]. Ж 
而 , 这 方面 的 有 效 计 算 似 平 没有 令 人 满意 的 效率 和 一 般 原 则 . 
幸亏 自从 1981 年 有 了 一 定 意义 上 也 是 一 般 化 的 一 维 连 分 数 
计算 的 实用 选择 . 

在 1981 4E, L. Lovásg 创造 一 种 计算 ,后 来 成 了 熟知 的 L” 
一 运算 .( 见 Lenstra, Lenstra 和 Lovasz[69], 图 表 1, 521 91). 
从 一 个 R" 中 的 格 的 任意 基 到 这 个 格 的 另 一 个 所 谓 简化 基 的 
运算 ,有 着 某 些 优美 的 性 质 ( 其 向 量 接 近 于 正 交 ). 

此 运算 在 各 个 数学 领域 有 许多 重要 应 用 , 有 如 多 项 式 的 
因 式 分 解 ( 见 Lenstra[ 68]), 公共 键 密码 学 (参见 Lagarias and 
Odlyzko[60]), 反 证 Mertens 猜想 (参见 Odlyzko and te Riele 
[87]) .我 们 感 兴趣 的 是 它 在 丢 番 图 到 近 方面 的 应 用 , 这 已 在 
文献 [69], 525 页 中 指出 .此 运算 有 着 很 好 的 理论 上 的 复杂 
性 ,而 且 对 实际 计算 的 完成 也 非常 好 . 

ik TCR" 是 一 个 格 , 它 由 基 -b,,…, b, 给 出 .我 们 按照 文 
献 [69]516 页 , 导入 械 的 简化 基 的 概念 .向 量 b' (im 1,…,n) 
和 实数 uu 1<j<i<n) НЕ LW 
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b; =h- > 


i" b; » вы” (Ы, b; )/ (b: b; j: 
Пээ ЛЫГ 
为 简化 基 , 车 


MEST 1<j<i<n 


Л жыласа? 157117, f<i<n. 
因此 一 个 简化 基 是 近似 于 正 交 的 .对 于 一 个 简化 基 by, bus 
文献 [69] 中 (1.7), 有 
[b 120778000, b |, Fete (3512) 
我 们 注意 到 , 一 个 格 可 以 有 多 于 一 个 的 简化 基 , 其 基 向 量 
的 顺序 关系 不 是 任意 的 .13 - 运算 就 是 输入 工 的 任意 基 D， 
…, bs, 并 计算 出 该 格 的 一 个 简化 基 с, …,cn. 我 们 往往 感 兴 
趣 的 简化 基 的 性 质 如 下 . 设 УЄ R^ 是 给 定点 , 它 不 是 格 点 .我 
们 用 I(T) 表 示 该 格 中 最 短 的 非 零 向 量 的 长 ,就 是 说 


КГ) = min |х|. 
0#x€r 
用 IT,y) 表 示 从 Y 到 最 近 的 格 点 的 距离 , BD 
KT, y) 7 minlx - y| 


根据 下 面 的 结果 , 由 简化 基 ,ICF) 和 1r,y) 的 王 界 能 计算 出 
来 . 引 理 3-4 是 文献 [69] 中 的 命题 (1.11) .我 们 这 里 重视 其 证 
明 , 以 显示 引 理 3-4 和 3-5 的 证 明 是 相似 的 . | 


50 


引 理 3-4( Lenstra, Lenstra 和 Lovasz[69]) — i£ c, 
是 格 工 的 简化 基 , 则 


12227 (п-19/2, “Іші 
证 设 OFxET 是 具有 最 小 "m i 


n 
х= ц" 


z с= Xu br 
НЯ n€ Z rr ER. U ig EË тозо 的 最 大 下 标 , 则 由 于 对 所 
Жаысь з.е 与 bi ,…, b 生成 相同 的 线性 空间 , Н b. | 是 


ci+! 在 这 个 线性 空间 的 正 MERE, 这 就 导出 Tig = 0 А 
因此 ,由 (3.12)， ч 


ir e eph Sr eb PII 


io Ib! P orb V? 
= =>] b: al aed" (n- 1), “|с E 


引 理 3.5 设 


“тур, 是 格 工 的 简化 枯 , Хі у= е: 
с, 5), SER, s REF Z, Bip 是 使 soEZ 的 最 大 下 标 ， 
则 - 
KT, y) 227 0717. [| si | 1,1 
证 设 xET 是 最 接近 y A. M Ix-yl-1(T,y) 
记 
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, 


En 


其 中 це 2, n s Sis s ен. 设 ij 是 使 得 1,3559, 得 的 最 大 下 标 ， 
则 如 同 证 明 引 理 3-4 的 理由 ,我 们 得 到 


ж 


» 
Tip Si; = Ti i 1° 


1 
由 (3.12) 导 出 . 
КГ, y> 7s, Ibi 222(r,-s 222 09705 |е? 
BR, 24, Æ i io AMRIK E i >i W s € Z, si 4 

Fij» 因此 ， Іт -8,|241. 由 此 证 得 了 结论 . 

上 述 引 理 在 s, 非常 接近 一 个 整数 的 特别 情况 下 是 相当 
BH. Re 一 个 si 不 接近 一 个 整数 , 我 们 可 应 用 下 面 的 变 
形 . 


引 理 3.6 Bosc, 是 格 T 的 一 个 简化 基 ,y= Ус, 
其 中 sj s €C R(i=1, n), W E Si 不 全 属于 Z. 假 定 存 在 
一 个 下 标 i 和 常数 8,0<&< 二 ,使 得 


| s |І Sè, і= +1, :--, п 


Ізі 2. 


则 
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КГ, y)227 0707-8 |e | - (mn ig) 9 * maxl&l 


证 “采用 证 明 引 理 3-5 的 记号 , 设 6 是 最 接近 s 的 整数 ,其 中 
іі + 1, ХХ i<ig, ti = s, © 


满足 ен Рі ЖД n seu, 的 最 大 下 标 . 则 


Ty 45 pet 


TN pru 
有 
КГ, у) = |х-у|[21х-2[ – [2-у| 
现在 
а= yl X Is - til lel (n7 ig) +3, пах [е 
іші гэр 
(3-12), 有 


жегі” = DG; =" yb |? 
T = t bt 1, 


= (ri, = t e ms, lei |2; 


显然 ， ig. & iy =, 即 得 结论 . Ж u > igs 则 t € 2, ty ÆT» 
EE |r r^ t 121283, 便 得 结论 . 
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注释 Baba 5] 已 证 明 , 可 以 用 12 — iz SE E B - -个 格 点 
x, 使 得 对 仅 依赖 于 格 的 维 的 常数 с, ЕЕ х yl See y), 
这 一 结果 也 可 用 于 代替 引 理 3.5 或 3.6. 


3-5 1 一 格 基 简 化 运算 ,实践 

下 面 (图 表 1) 我 们 叙述 在 本 书 用 于 解 丢 番 图 方程 的 12 - 
运算 的 变形 .这 一 变形 , 设想 只 对 整数 进行 ,因此 , 偏离 的 错误 
完全 可 避免 .正如 在 [69], 图 表 1,521 页 中 所 述 ,运算 中 可 出 
现 非 整 有 理 数 , 甚至 输入 的 都 是 任意 整数 . 


dg: = 1; 1 
ci: = by: | 
| 
м = (bre): | 
(A) Іогҙ-1..... i= fe Mor іне B... г) 
tds | | 
di: = (c, s)/d;-, 
К: 2: | 


(1) perform (ж) (ог15К-1: 
il 4*d,:,-d, 43-41 (-4-Х у-ү go to (2); 
perform (ж) for i= k-2,..., 1%” 
if k= n terminate; : 


К:=К+1; goto (1); 
by 
d 
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fori=k+1,..., n; 
(C) di: = (du 2*dy t 3L4A- 1M di. i: vill 
i k22 then k :2 k7-1; 
go to (1); 
(ж) if 2: 1X4] >d then 


r := integer nearest to А/Ч; 

be: = Б-г": ра: = pe C rti УТ: тура еу у; 
! 

М.у: = Ak. = ман — 1—45 \ 


ЦЭН rd. 


ULE z" 是 具有 基 向 量 bi, b, 的 格 .分 别 定 义 bm d 
An SCRR[69]1(1-2), (1-3), (1:24). d; 可 作为 出 现在 初始 运算 
中 的 所 有 数 的 分 母 . Ma. 523) .因此 ,对 所 有 有 关 下 标 ij, 
输入 


td 
М фз. (3:13) 


由 文献 [69] 的 (1.28) 和 (1: 29), 它们 都 是 整数 . 注意 到 满足 B 
= |b; 12, 


4-4-1:В:. (3:14) 


现在 我 们 可 以 改写 代替 b , В, pi 的 关于 с, di А, Я, ERI 
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此 消去 所 有 非 整 有 理 数 .我 们 得 到 这 一 -运算 的 变形 如 图 
表 1 .在 这 一 变形 中 , 除 (A)、(B)、(C) 各 行将 在 下 面 解释 之 
外 , 其余 所 有 各 行 显然 是 应 用 (3.13)、(3:14), 由 原来 运算 的 
对 应 行 得 到 的 . 

为 了 计算 由 原来 的 简化 基 变 换 来 的 矩阵 , 我 们 在 运算 时 
添加 若干 行 . 设 多 是 具有 为 运算 而 输入 的 烙 工 的 初始 基 的 列 
向 量 b , … b, HERE, ІП, 2 CT E bi,…, bs 的 矩阵 
联合 . 设 BST EE oc, 的 矩阵 联合 ,其 运算 提供 输 
出 , 则 我 们 定义 这 个 变换 矩阵 /用 


e= Bob 


н, ШЕЛЕРІ I HE A Е, RH A= A 
UB а, e, 表示 UATE, oT 表示 YW! 的 行 
向 量 我 们 也 向 qO яп YW! 提供 运算 .对 b 运算 所 做 的 全 部 处 
理 同样 用 于 u її Н у' 相应 地 被 调整 .这 不 影响 计算 时 间 . 
RE, 运算 给 出 矩阵 。, UA OAR, BSL 
буу BYU =U VERA VILA AMHR, ВЕЗЕ w= CH 
(ОН), 在 此 情形 , = 由 此 导出 


n= Bey leaps diy: aC 
因此 a£ T JA, Ay Fe НЭЗЕВӨВ ERIE 2 CSI, REESE SC! 
也 不 须 多 少 额外 的 努力 . 


现在 我 们 解释 (A)、 (B)、(C) 各 行为 什 „икан. 
: (А): 由 文献 [69](1.2) 导 出 
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та dee 8 di-i ALS 
5 ын i- 1° Di e hyn th isk” Ck 


对 j=0,1,…,i 一 1, 定 义 


ci(j) = d;*b;— У 


а, 
一 
К=з dy dy Ai, к Ck 


W с,(0) =bic(i-1)=cyc() 恰 好 是 在 (A) 中 第 j 步 计 算出 
的 向 量 , 因为 
d'al- 1) — А6 
4-і 

ЗААГ сал шуын 

-ФЬь-2 Mike" Ck 44 уста), 
这 就 解释 了 (A) 中 的 循环 公式 . 留 下 的 是 证 明 出 现 的 向 量 ,g 
(j) 是 整数 .这 由 

8-3 mmr hata = de дасы 
导出 ,由 文献 [69]523 页 e.11, 可 知 这 是 整数 . 
(B),(C): 注意 在 原来 计算 中 , 以 标记 (2) 开 始 第 三 和 第 

四 行 是 依赖 于 第 一 、 第 二 和 第 五 行 的 .这 些 行 的 这 种 置换 是 容 
许 的 .我 们 写 出 其 第 一 、 第 二 和 第 五 行 如 下 (这 里 ,我 们 指出 ， 
变量 已 改变 为 原来 的 符号 ): 


В, 1: = By + и к-1°Ву-1; (3:15) 
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Вы = By-1° ВВ: (3:16) 
B1: = Bein Bi-a/ B's (3:17) 


P гей =M ski Birk] F (1 Мы 
(3:18) 


B фак Aek- Bis (3*19 
ix H (3-18) (3-19) Mf i К+ 0, n, n Č. d; XFi-0,1,-, 
k— 1 保持 不 变 . 由 (3:16), 也 对 i=k 保持 不 变 . 现 在, (3:15) 
等 价 于 

dui 4, Mek dki 

di-s бүз фуу dei 


(3:20) 


由 解释 (C) .由 (3.17) 我 们 找到 
(Miki Акса dead” 
de-i dX. dX. d 
因此 А 1 保持 不 变 . 由 (3.18), 我 们 得 到 ， 


А ik-1 Akal. Nl Акер Акту, Ак 


dia d yoq = 1, 8-1 Aker” dy 


由 此 ， 通过 乘积 dx-1"d -1 并 利用 (3*20), 有 


k-2 
к= 


ё , Xi, 
1 A ena = А-аа SAk D 
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—À k-1*À,&-1 t dk-2* Àj L. 


最 后 ,由 (3.19) 看 出 
Aish Aki Mai Ак 
а dei 4а) d 


(B) 导 出 ， 
在 应 用 中 , 我 们 常常 有 一 个 格 D, 其 基 是 给 定 的 , 使 得 联 
ЕЖЕН 人 有 着 下 面 的 特殊 形式 : 


[1 @ 


8 - б„-, On) 


其 中 4 是 大 整数 , 它 可 以 达到 数 百 个 十 进 数字 .对 1 一 运算 ， 
运用 矩阵 名 自身 作为 输入 ,我 们 可 以 直接 计算 出 这 个 格 的 简 ， 
化 基 . 但 把 计算 分 开 成 能 增加 精确 度 的 若干 步骤 , 可 以 节省 时 
间 和 空间 ,如 下 述 . 

itk 是 一 个 自然 数 (步骤 数 ),1 是 一 个 自然 数 , 使 得 6 有 
关于 kel 的 (十 进 ) 数 字 . 对 于 1i1=1…n 及 j=1,…,k, 令 


ej? -16/10"9-91 
并 由 
ait) = 101.000 + pO). 


定义 gt), late yf? 是 1 的 一 组 关于 46 的 连续 数字 . 对 相应 的 j 
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28 


ж X nx n # |£ 


1 у ё - 
| I 
S= 223 a=) ` | 
4 201 | м 2 | 
Ө» .. оо, 00) К — 
1 
e 
€= @ Ч 
10! 
则 立即 导出 


= y е6, + D 


注意 到 &, = ©, AW 6(9 =6,. 5 =i d = ©. PH I 
UAR a ЖЕМЕ ДАЕ 7H L* -AR B= и, = 
VAT % , ҢЕР ЖЕЕ: 6, R1, 19 


现在 令 
| у= OE + E 
НІНІ, 4,6,4 XE = 1, o BGE 注意 
gear = ER U ro, 


因此 4,4-4 名 一 样 满足 相同 的 循环 关系 , 因为 vy! = 
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€, 我 们 有 92-41 = ©, МИЯ | 成 立 . 因 此 


E= BU} = Seu 


4 


H kS 6, ЖІ €, SHAR P ЖК AA. Wor, 因为 6, 
是 15 -运算 的 输出 , 它 对 工 的 简化 基 是 联合 的 . 

现在 ,让 我 们 来 分 析 计 算 时 间 . 对 和 矩阵 ,我 们 用 LCM) 
表示 其 记 入 的 (十 进 ) 数 字 的 最 大 数 . 若 1 -运算 被 用 于 和 矩阵 
A, ТЕ #f Н — ТЕ 6, 则 按照 Lenstra, Odlyzko (参阅 
Lenstra[ 68],P.7) 和 我 们 自己 的 体验 , 其 计算 时 间 实 际 上 与 L. 
(2)? MELB 因为 & 对 简化 基 是 联合 的 ,我 们 假定 


1.( @)=!°]ор(4еїГ)/п. 


ЖП) Ж, LG) = 1-1, 1.09) 21, 而且 由 于 dett = 
detG = 6? , 我 们 得 到 L(4) =1-j/n, 令 & = (cË), A Cu), WI 
由 6= 名 :省 及 名 的 特别 情形 , 有 cH = 00), = i, 0-1, В 
= 1, eund 


w= [ 7 ео + ea. 
由 此 导出 工 (省 ) 兰 L(6). 因 此 
L(35) max [L6 1), L9. 21) ]S1+1 G-1)/n. 
将 名 作为 输入 代替 运用 一 次 D 运算 , 我们 将 A, , 9, 作为 
输入 ,应 用 k 次 ,由 此 ,通过 因子 


5-1 
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LS) ns ek К.п? 


ÈLA) ва + ігі i Ej? 


减少 了 计算 时 间 . 对 于 2.5.n 与 3.n 之 间 的 k, 这 个 表达 式 最 
K, KH 0.4- mm. 因 此 ,计算 时 间 上 的 节省 是 能 考虑 的 (一 个 
因子 10 已 当 作 n= 5). 所 需 的 存储 器 空间 也 可 节省 , 因为 出 
现在 输入 中 的 最 大 数 上 [I + (k- Dn] E Ik CERE 


3-6 寻找 所 有 短 格 点 :Fincke 和 Pohst 运算 


有 时 仅 有 关于 DE HT,y) 的 下 界 是 不 够 的 .对 于 给 定 
常数 C, 确切 知道 所 有 向 量 x € D |x| <C MI x-y!<C 
是 有 益 的 .存在 着 找 出 这 些 问 题 的 所 有 解 的 有 效 运算 .这 一 运 
算 已 被 Fincke 和 Pohst[43] 提 出 ,参阅 他 们 的 (2.8) 和 (2: 
12) .我 们 给 出 这 一 运算 的 叙述 如 下 . 

运算 的 输入 是 其 列 向 量 使 格 旋转 的 一 个 矩阵 VA 
一 个 常数 C>0. 输 出 是 列 出 所 有 满足 |x| 二 C 的 格 点 x€ n, 
除去 x=0 之 外 .我 们 给 出 此 运算 如 图 表 2. 我 们 用 Z= Ou) 
MER Z= @, 9,9, o, U, ii x, 表示 THAR. 


ВЖ 2. Fincke 和 Pohst 运算 


€:297-9; 


qj: = aj for 1CisSjsn; 
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Qj: = qg Чу: = а/а for 1&i € jn; 

Qu: = qu аы" fori + 15 ksI&n for 1Si<nj 
ti: = qi for 1<i<n; 

гу: = ra Age ту: = 0 for 16) < iin; 


compute 471; 
М. 


compute a row — reduced version q^ ' of 9^! and 4,47! such that o! = W 
971, 
compute p= #° Ф; 
determine a permutation x such that [вру 122... > | Swim |» let ф be the matrix 
wich columns 5,7 1) for i= 1,.... n: 
бісзфтер; 
qj: = ay for Li jn; 
Чи: = dj Чу: 59/6 for 1<21< jn; 
Чи: = Ча ” qki qi for i + 1<2К<]<п for 1 іп; 
i; =n; 
Ти = c; 
U: 20; 
(1) 2:54/(Т/а,60: - 
UB(x) :=[Z- Uj]; 
x; =[-Z-U,]-1; 
(2) x:=x+1; 
if x<<UB(x,), go to (4); ， 
(3)i:=it1; 
go to (2); 
(4) if i» 1, go to (5); 
іші-1; 
Туул Dars ахалж! Oger t U; D 


go to (1); 
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(5) if х= 0 for 1<i<n, terminate: 
compute and print x= 7 (Xp legye. -o ха): 


go to (2). 


此 运算 也 可 用 于 找 出 所 有 向 量 xET,x 到 给 出 的 非 格 点 
y 的 距离 至 多 是 一 给 定常 数 C. 即 是 说 , 让 


又 设 对 所 有 in 是 最 接近 s 的 整数 . 设 


n 
EE $ 

2= Xrjb; 
Цаа! 


WW ly — 21 <C RRR CC = 2 -Sib KAH). JJ 
z€ Г, EUREMA M Е о SC + CMA u 并 对 每 -个 这 
样 的 格 点 u 也 可 计算 x zu, PRU Ix y|  ССЯ 


Ї | Їх-у| + 1у-2 «СЕС 


3:7 ЗОЇЙЛ2 03:32. 83 ЭН. BBA 
设 线性 型 人 形 如 
A= Ex:8 


我 们 假定 п222.п= 2 的 情形 已 在 3:2 节 中 讨论 , 但 本 节 所 用 
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的 方法 也 适合 于 n=2. 事实 上 ,在 这 一 情形 , 其 方法 在 本 质 上 
是 相同 的 . 

设 C 是 足够 大 的 整数 ,其 数值 的 大 小 是 X8. 设 YEN 是 常 
数 (后 面 将 解释 其 用 途 ). 我 们 用 和 矩阵 


Y 
20 . Ø 
8-| 4 Š 

ЕЛ Co] [Co] 


定义 逼近 格 Г, ИАЖ bb, 是 格 的 基 . 则 r BAK 
A Y LYC On 18) Z^ 的 子 格 ,其 大 小 为 C. 格 点 x T ll 


x= Эх bi = [y "xi; "er. до ЭГ АГ 
其 中 xi 是 整数 , R. 


А = Sx [rca]. 


显然 , 人 靠近 于 rC 人 .向量 x 的 长 在 Xo 与 | 人 | 的 范围 内 . 
为 确定 起 见 , 我 们 想 将 这 两 个 数 中 一 个 与 另 一 个 作 比 较 . 
Heuristics( 参 阅 1-3 节 ) 告 诉 我 们 , 在 一 般 情形 下 我 们 要 求 | A 
2х; ". 现 在 我 们 容易 证 明 下 面 有 用 的 引 理 . 

41 3.7 it X, 是 一 个 正 数 , 使 得 
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(ГЭЭ V(n*1)?* (n- 1):£-X, (3:21) 
则 (3.1) 没 有 满足 


-log(r:C*c/X, ХХ, (3:22) 


oz |= 


的 解 . 
注 : 我 们 对 X = Xo 应 用 这 一 引 理 . 若 此 时 条 件 (3'21) 会 
弃 , 我 们 必须 取 一 个 较 大 的 常数 C. 若 它 对 大 小 为 Xa 的 常数 
C 成 立 , 则 (3.22) 对 大 小 为 logXo 的 XX 导出 一 个 降低 的 下 界 . 
WEAR 设 x,…,xn 是 (3'1) 的 满足 0<X<Xi 的 解 .考虑 
格 点 | 


x= җы = Ге у AT! 
其 中 人 如 上 所 述 . 则 


nwi Ar ~ 
Ix = у. Exit A2<(n- 1-9 xl + A? 


ІЛ-еСс AI E lE Hj OR] -v C8 Eis 


(3:23) 


Hog sn X,. (3:1), (3:21) Ж I(T) 的 定义 ,有 
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y'C'eexp( = 6*X52> іу Се Л 122 


|А1-1А - yC. ALS 


SAT = (u= D +Y пе ХХ. 


FH tL 2 (3-22). | | 
条 件 (3*21) 可 应 用 1 运算 通过 计算 格 荆 的 简化 基 来 
检验 ,而 运用 引 理 3-4, 应 用 参数 y 使 “偏离 的 错误 ” 


[[Y*C*0] -y C581 ， 


相对 地 小 .这 仅 当 C 不 是 很 大 时 才 是 重要 的 , 通常 仅 在 已 完 
成 第 一 步 又 之 后 , 若 想 进 行进 一 步 简 化 步 又 时 . 对 大 C, 简单 
地 取 y=1. TM Ёл: 

C 不 是 很 大 , PV FJ ЕН BR WJ УРЕ ЖЕЕ AIC ЕЖ ЗЕ 
的 .为 此 ,我 们 应 用 下 面 引 理 , 此 引 理 是 引 理 3.7 同 -Fincke 和 
Pohst 运算 (参阅 3.6 节 ) 稍 为 优美 的 结合 .这 对 于 |xii 当 i 不 
同时 有 不 同上 界 的 情况 特别 有 用 . Дт 

Ч| 3-8 (Ка (3:1) КМ 


ҮҮРЭГ (3-24) 

RE, W 
X« 4 'lg[r-C-c/[IA | - Ў] (3:25) 
证 明 格 点 x 的 定义 如 同 引 理 3.7 的 证 明 . 由 (3.23) 和 
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(3:24) 
| 和 >A] - S 1x ]/y:C>0. 


H(3:1)BD 8 ie. 

我 们 继续 进行 如 下 .选择 一 常数 Co 使 得 当 | A | > Cn 时 ， 
则 1xi| 的 上 界 草 涵 在 (3.24) ,在 此 情形 , М (3:25), 我们 有 关 
于 的 一 个 新 上 界 .在 | 和 1 过 Cn 的 情形 , 我 们 有 关于 向 量 x 
的 长 度 的 一 个 上 界 . 我 们 用 Fincke 和 Pohst 运算 计算 满足 这 
个 界 的 所 有 格 点 ,并 对 (3.1) 检 验 它们 

概 言 之 ,上 面 介绍 的 简化 方法 基于 这 样 的 事实 , 就 是 (3: 
1) 的 大 解 对 应 于 在 适当 的 逼近 格 中 的 一 个 极端 短 的 向 量 . 因 
为 我 们 可 以 通过 计算 实际 证 明 这 样 的 短 向 量 不 存在 ,由 此 导 ， 
出 这 样 的 大 解 不 存在 , 我们 将 在 第 五 章 中 应 用 这 些 技巧 . 


3-8 实情 形 的 非 齐 次 多 维 逼 近 : 对 推广 的 
Davenport 引 理 的 一 种 取舍 


设 人 是 我 们 要 研究 的 最 一 般 线性 型 ,好 


其 中 n 宇 2(n=2 的 情形 已 在 3-3 节 中 论 及 , 但 这 里 也 可 结合 
起 来 ) .为 论 及 这 种 非 齐 次 情形 ,有 两 种 方法 可 使 用 .第 一 种 方 
法 是 我 们 在 3-3 节 中 讨论 的 Davenport 方法 的 推广 .第 2 种 
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方法 接近 前 节 的 齐 次 情形 . 
首先 我 们 简 扼 解释 推广 的 Davenport 方法 .参阅 Ellison 
[36]( 其 中 只 对 n=3 的 情形 ). 设 
0,-0/0,, i-—1,-,n- 1, B = В/0,. 
A = A/O =B + Ex 40, +x, 
lpo ts Pa- 9) ҚАНЫҢ Л 200,90, 4, 其 中 a 的 大 小 为 


Xp !, 使 得 当 i=1,…,n 一 1 时 
16 — p/ql € c//q! * ^7? 
对 个 小 的 常数 C 成 立 . 
引 理 3.9(Davenport, Ellison) ”假定 
| 41871 >2-(а-10)-Х C70! 7. 
则 (3.1) 和 (3.2) 的 解 满 足 
1 


xes glg 75879610, с (a= 0) Xo]. 


证 明 由 


| q* B' | <la A+ Ex “Cp 8; ) | 
СЕ УН n- 1c fq 7 D 
WVBR. 
实际 应 用 这 个 | 一 般 的 кеййр зинаа, 
,pn-1,9) 是 必要 的 .我 们 在 1.4 节 指出 了 这 为 什么 能 运 
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二 一 运算 来 进行 ,作为 格 我 们 取 下 面 矩 阵 的 一 个 联合 : 


I 1 

| [C*9]j a5 E | 

| 3 | 
7 | 

ЦС 07-11 -c]: 


其 中 C 是 大 小 为 Xi 的 常数 . 则 с, 是 简化 基 的 第 一 个 基 疝 量 ， 
其 长 度 的 大 小 Co Pe MB c, 可 写成 
ас (а. 4“ (1258, i= Ср» “56” qu 7 1" 
WHE р. …,p 1,9. BR q х Xi Н. 
ei -p/a 22 te ECA 1-Ср, | 
的 大 小 为 Xa). ВК, — pal KDA 
x “lG Ke e Ky выд (1+1/(п D 
此 为 所 求 . 

上 述 方法 已 被 实际 用 于 人 解 Thue 和 Thue 一 Mahler 方程 ， 
作者 有 Agrawal, Coates, Hunt 和 Van der Poorth[ 1] GZ JH € 
维 连 分 数 代 替 13 -运算 ), 还 有 Petho, Schulenberg [ 92 |, 
Blass, Glass, Meronk 和 Steiner[16], [17]. 因此 ,已 证 明 是 有 
效 的 .然而 , 我们 介绍 另 一 方法 , 有 几 个 理由 .首先 ,水 如 前 节 
所 述 , 它 接 近 于 齐 次 的 情形 ,而 一 般 的 Davenport 方法 没有 明 
显 的 配对 方法 用 于 齐 次 情形 .第 二 、 它 实际 产生 的 解 对 于 线性 
型 人 来 说 在 X< X, 的 条 件 下 可 能 几乎 接近 于 零 . 特 别 地 ,将 
在 6 之 间 存 在 线性 关系 , 而 以 前 没有 指明 这 一 -点 (实际 上 可 
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能 发 生 这 种 情况 , 参阅 Agrawal, Coates, Hunt 和 Van дег 
Poorten[1]) .发 现 这 些 关 系 的 方法 是 通过 给 出 关系 系数 找到 | 
极 短 的 格 向 量 ( 各 格 向 量 极端 接近 于 给 定点 ). 第 三 .对 p- 
adic 情形 的 模 似 方法 也 可 给 出 (看 3.11 节 ). 最 后 ,正如 1-4 
节 指 出 的 , 变换 是 可 能 的 .关于 计算 时 间 , 我 们 认为 两 种 方法 
速度 是 相当 的 . 

此 方法 步 又 如 下 .我 们 恰 如 齐 次 的 情形 取 逼 近 格 (参阅 
前 节 ), 满足 适当 选择 的 常数 r, C, BI C 的 大 小 是 XG. BOL - 
运算 计算 了 的 简化 基 c，…c 设 人 是 此 基 的 矩阵 联合 , 同时 
也 计算 满足 区 = 男 ' 久 的 变换 矩阵 б RB! 注意 到 六 
以 及 由 此 也 有 多 是 易于 计算 的 , 即 由 


| l/r | 
| s 2 | 
жігі 2 Ir | 
| [С] [r Cna] | | 
p [r-C-6,] “ҮНС, ГЕЛ) 


及 1 一 运算 的 变形 (图 表 1) 而 算出 . 设 y€ z", 由 
у= [0,.…,0, - [r:C:B]] = өсе 
定义 ,其 中 系数 sER 可 由 | 
CREME RUE LM 
计算 .为 了 更 精确 起 见 , 若 WC! (Е n FJ, WY IL u/ 
Lr: C8, 1 作为 第 n 列 .因此 
[si “ув, 1755 -ufr C: BI/[r* C+0.]. 
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现在 我 们 应 用 引 理 3.5 sk 3-6 得 到 IF,y) 的 一 个 下 界 .因此 
我 们 可 应 用 下 面 引 理 . 
引 理 3-10 19 X, 是 一 个 正常 数 使 得 


КГ, y)2 V(n* 2? + (n- DPX. (3:26) 一 
则 (3.1) 没 有 满足 
T log(r* C*c/ X, ) SAS, (3:27) 
的 解 . 
注 :对 X, = Xo 应 用 这 个 引 理 . 若 条 件 (3:26) 不 县 备 , 我 
们 需 取 一 个 较 大 的 常数 C. 若 它 对 大 小 为 Xo 的 常数 C 成 立 ， 
则 (3.27) 导 出 X 降 低 的 下 界 ,其 大 小 为 logXo. 


证 明 iE х, x a ECS LDA 0< X< X, Inf. IET 


~ 


n 
= - 59 
х- 21345555 [теу тех ^o] , 
` із! 


ХЭВ Ng еее]. ЖЛ = De CB] + Ло, W 


nol = т“ 
=í Ух + Л (ndie X + A’, 
i=l 


[A -rC ACIES CoB] C.B + ік HE CA] ncs 
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<1% ХіХ (вж). 
ili (3-1), (3-26) Ж Г, y) 89 38 ун ЖЕ, 这 是 因为 


rC*eexp( = 8X) >In AISI AL =| A= A | 
> JT, y) = (n-0-£-Xi (п+1)Х SX). 


类 似 于 在 引 理 3-8 中 的 齐 次 情形 ,上 面 引 理 的 证 明 也 可 
更 简 炼 .我 们 在 3-5 节 已 说 明 怎 样 运用 Fincke 和 Pohst 运算 
于 非 齐 次 情形 .这 里 我 们 不 再 进行 . 

概 言 之 ,上 面 所 述 的 方法 基于 这 样 的 事实 ,就 是 在 非 齐 次 
情形 , (3.1) 的 一 个 大 解 导出 非常 接近 Z^ 中 一 个 定点 的 一 个 
格 点 .我 们 实际 上 可 通过 某 些 计 算 证 明 这 样 的 格 点 不 存在 , 因 
此 这 样 的 极端 解 不 存在 .本 节 列 示 的 方法 将 在 第 八 章 中 应 用 . 
注意 n=2 的 情形 ,此 种 方法 本 质 上 与 Dayenport 引 理 相同 . 


3*9 p-adic 情形 的 非 齐 次 零 维 到 近 


在 p-adic 情形 ,我 们 从 非常 简单 的 线性 型 人 开始 , 对 此 
也 有 很 简单 的 简化 方法 可 应 用 . 设 入 是 


A = B+ x8, 


对 B, 0E 0,,%18 B/E Q, H x€ Z, x 20. BR, ТЕЗЕ TRCE W 
一 简单 线性 型 人 的 不 等 式 (3*1) 仅 有 有 限 多 个 解 (我 们 其 
至 不 需要 (3'2)), 这 些 解 容易 算出 .然而 在 p 一 adic 情形 , 不 
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ERO- DHA AB £ fW. IN ica УРАЗА) Н 
要 一 种 简化 方法 . 
it o = - 8/6, W 6'€ Q,. PERG 3) EK 


ord, (0  — x)z2e + e) t x (3:28) 
其 中 cr ,es 是 满足 о>0 的 常数 ,我 们 假定 - 
x 
则 当 ога,(07<0 时 (3*28) 没 有 解 .因此 我 们 可 假定 9 是 一 个 
p- adic 整数 . 设 085 p- adic RARE 


0 = Хайр, 
1 41-0) 


其 中 ше 10, ї, …,p 一 1|, 所 有 iE Ns. 计算 p — adic 数字 Ч, м 
用 下 面 简化 引 理 已 经 很 足够 了 . | 
8| 3411 i& X, 是 一 个 正常 数 ,r 是 使 得 
р> Ху, us (3:29) 
的 最 小 下 标 , 则 (3:.28) 没 有 满足 
(т-с )/a < KX (3-30) 
的 解 . | 
注 : 我 们 应 用 引 理 满足 X, = Xo. 引 理 后 面 的 假设 是 :在 0 
的 p-adic 展 式 中 不 出 现 长 的 零 序列 .事实 上 ,在 我 们 的 应 用 
中 , 数 u 几乎 是 随机 地 分 布 在 10, 1, p- 11] E. WREG. 
29) 的 最 小 的 将 不 比 logXo/logp X & ^b, 由 此 , (3:30) & Hi 
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“AS KIA logXo 的 简化 上 界 , 此 合 符 要 求 . 
ШИ it х<Х, 满足 (3.28), 假 定 ord,(6 一 x) 之 r+ 1, 
ДІ) i 


x= <. up (mod p'*!). 
Ter] 
ІН xzz0, JA (3-29) 4 
x= lu pZupzp»xX,. 


这 与 假设 x<X, 矛盾 .因此 ord, (0 — x) <r, 由 (3.28) 便 导出 
(3-30). 

注 :在 上 面 证 明 中 ,本 质 是 х:>0. 然而 , 用 公式 表示 类 似 
的 结果 对 所 有 xEZ 成 立 也 没有 什么 困难 , 由 观察 , 若 p¥2,p 
-adic 数字 ui 1550, rfi Нэер-1,Жр-2,р-айс RF u, 
ша 1I AE ац ара 

上 面 令 述 的 很 类 似 的 方法 已 被 Wagstaff[129], (130 ]iz 
用 ,如 解 5^:2( mod 3") 等 等 .我 们 在 第 四 章 应 用 此 方法 . 


310 p-adic 情形 的 齐 次 一 维 逼 近 :p - adic 连 分 数 及 p – 
айс 数 的 逼近 格 
iz A J on 
A= x10, * x10. 


FH? 0,0, € 9, 使 得 9= -60,/0,60,,х,, x, € Z. KRNTRE 
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ord, (0) 20. WE- 
A = Лу = -xq*0 * хэ. 


ІНІ EE (З 3) CUR E Ж xs / хүрт VERG Ur P op- adic Ж 
| 0. 

类 似 于 实 的 情形 来 研究 p- adie KE? Boe ИИ A a th 
GEM . АТП, Ч molt ym T T p - айс 007 p ~ 
adic 连 分 数 运 算 似 乎 是 不 存在 .因此 我 们 引入 p=adie ot К 
的 概念 ,这 已 由 de Weger МГУ [ 134]. XR A KE WET is 
算 , 这 是 Mahler[76 ] Ч ЖИНА ER HE а VL TT 
离 欧 几 里 得 运算 ;因此 是 趋 于 连 分 数 运算 , (Н384Е p- adic 数 
表示 为 连 分 数 的 意义 下 , 它 不 是 p-adic KE 4} RS A. Hoi ur 
是 在 连 分 数 截 尾 之 后 得 到 . 

回顾 对 于 pE No, 有 理 数 009 IH ога,(0-099)25 Н 0=: 
099 <р" ЖЕ XL. АЙН нем, ӨЛІНІ Г, 的 基 是 联合 的 证 
阵 来 定义 p- айс 逼近 属 D, ШИН | 


| 0 1 


则 容易 看 出 
P* se Га xo EZ bord (x, x 70) =p | 


(参阅 下 节 引 理 3-13) ,那里 证 明 更 一 般 的 结果 ). 下面 运 算计 
$811 Tr, 中 最 小 长 度 的 点 ， , 
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图 表 3. p-adic 逼近 运算 : 
х:-11.Фё17: у; = [0.p"]7; 
if Іхі>іуі interchange x and y: 
(1) compute KEZ such that |y - K*xl is minimal; 
ee =o Kea xs 
if |x! > Iyl, interchange x and y, and go to (1); 


print x. 


由 此 运算 清晰 地 求 出 1(T,) 是 可 能 的 .因此 ,我 们 可 应 用 
КШ ӘП. 
988 3-12 BEX, 是 一 个 常数 ,使 得 
КТЭ. 


则 (3*3) 没 有 满足 ， 


(p7l1-e *ord(6)]/co Xx xX«X, (3:32) 


的 解 . 

注 :我 们 取 使 得 p" 的 大 小 是 XG, 并 对 X, = Xo 应 用 引 
H, WRITER KT,) 的 大 小 是 Xp, 则 (3.31) 是 一 个 合适 的 条 
". 

ИЙ 对 mn=2 运 用 引 理 3-14 OE FD OR ШД Н]. 
. AU. E ifii Bp XE Jy БЖ Agrawal, Coates; Hunt 和 Van 
der Poorten[ 11590, 我 们 将 在 第 六 章 和 第 七 章 应 用 . 


3411 p-adic 情 形 的 齐 次 多 维 逼 近 :p - adic BAE 


”现在 研究 


的 情形 ,其 中 对 所 有 ij,bE 0, 18 0/6 € Q, x € Z, 并 满足 
n 之 2. 我 们 可 假定 i=n 时 ord, (033871, VE 


0, = —0,/0,, pell, 


则 对 所 有 1.0 EZ. < 
A = A /0,= B Уу 1 Xn 


p — adic ЕНЕ XC RT th ЕНЕ TEL RHET BOSE LIEGE p 
€ Ny. XE X. Г, 为 格 对 矩阵 


6, 99 ife б^ p" h 


的 联合 . 则 有 下 面 结果 = 
引 理 3-13. 与 上 面 定义 的 矩 Эм, 联合 的 格 г, seo gd: 
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Г,- | (х, x) €Z' lord; (A ) 2р. 
证 明 对 任意 xE [xi,…,xn] "ET, 存在 着 一 个 z= Га, 
a] Ez", f (8 5 — 9,2. 则 Xi = Zis (1::1, “үй 1), 且 


Xn 


dfi com d n-i 
= DE + z ph= S x: 6, (mod p"). 


因此 ord, А Oa BZ, FEE x m хүү, x, 17. Е ord, 
(Л) 2р, BAREA z€ Z^, 8 x= A: z. 

用 17-25, RTA Ж 1,) 的 下 界 . 则 我 们 应 用 下 面 
引 理 , 它 是 引 理 3:12 的 直接 推广 . 

9418 3-14. TX, 是 常数 ,使 得 


I(T.) > n: X, . (333) 


则 (3.3) 没 有 满足 
[а= 1-а – ога, (0,) /о <х«Х«Х, (3:34) 


的 解 . 

HE RL p р" 的 大 小 是 X9, XT X, = Xo 应 用 引 理 . 则 我 们 
要 求 1(T,) 的 大 小 是 Xo, 因此 (3.33) 是 合适 的 条 件 . 

HEH 18 ху, tt, xy FE (3-3) E ХХ, 的 解 , 则 (3.33) 
AVES Dx xa]! 进入 Г, 中 的 格 点 .因此 由 (3.13),ord， 
CA Эр 1, H(-3) fBTIEHL (3-34) . 

我 们 将 在 第 六 、 第 七 章 应 用 本 节 的 结果 
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3:12 p-adic 情形 的 非 齐 次 一 维 及 多 维 逼 近 
最 后 ,我 们 研究 非 齐 次 p-adic 型 


A= 61 Sx 
ай! 


其 中 8,0,Є 9,,, 使 得 对 所 有 1,1. /0,0/0% € Q H. х,Є 7,22. 
假定 对 i= п, ога,(0,) ieh, H ord, CB) Zord,(9,) . Z 


6. = -0/0,, 121,.m-L B -g8/0,, 


nt 
“-Л/0,-р - Мх, | x, 
в $ 


ШАР i, 87.0, € 2, MJ AF AUCH D ad OTE UNC HT, 
作为 p-adic МІНІ, BURT FE иЄ No, Fs D, eor A 4,1 


у=[0;-,0,3°°]! = Sarge". 
Есу а ЗЕ Г, 的 简化 基 , Н s€ RB GES +S 3-6, {К 


们 可 求 出 I(T,y) 的 下 界 . 这 使 我 们 看 到 了 下 面 引 理 的 实用 . 
8ІШ 3-15 RT) =r, ty FFK 


L Cy) = у, з]! € Z"|ord,( A ) 22и |. 


证 明 设 x-[x,..x]' WE x-y€r, ТЕ Ж 
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== “Cad VE 
x y= үгт, Raet a mR 


ІН | Be 13 得 到 
ога Sx 0, = 0%, -899) ]22р 2 


左边 恰好 是 ovd, C A ). 引 理 得 证 ， 

显然 ， deir 个 变换 格 ) 中 最 短 向 量 的 长 等 于 LCD, y) 
( 除 情 形 y € r, Sb, BEBÉ i, 有 s€ 2). &116 $1 T iB 4 JH 
的 引 理 . 


418 3-16. W X, 是 常数 使 得 ` 
Гу) > n: X, (3:35) 
 (3:3312 Е 
[а= 1-с ? оға, (0,)1/с< x; X X, (3:36) 


的 解 . 

Е: p I GR p^ Ae) Je XG, AL X = X, 应 用 引 理 , 则 我 
К (T. у) KO Ху, 因此 (3.35) 是 合适 的 条 件 ， 

WEB] 设 xy, x, JÉ (3-3) EIE XX, 的 解 , 则 (3.35) 
不 容许 点 [xl ж 进入 PCy). ЖШ, ІН 5138 3-15, ord, 
CA Oy - 1. HG-3)fl S 4 (3-36). | 

我 们 在 本 书 中 将 不 使 用 这 个 引 理 , 将 它 包 答 在 这 里 是 为 
了 完整 起 见 : 然 而 , 当 我 们 要 解 Thue = M Mahler 方程 ( 见 第 八 章 
第 6 节 ) 时 ,将 会 用 到 
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313 p-adic 逼近 格 的 有 用 子 格 


在 我 们 经 由 线性 型 解 委 普 图 方程 的 p-adic 应 用 中 ,我 
们 总 有 代数 数 对 数 线性 型 , 即 在 


A = B l S d 


4,8410 Ж p — adic 代数 数 对 数 ,例如 
В-4о8,(в0), 8,-log,(am), i=l, e,n. 


12:3 节 我 们 已 看 出 ,对 6€ Qu H ord (18) P 1/(p - 1), W 
ord, (log, (£)) = ord, (1 + 8) .在 应 用 中 ,我 们 将 其 用 于 


E= a" Па . 


其 中 ога„(&— DEKH, Й Ж ord, (log, (€) ) E J& KAY. ox 
E, 116 ЕН f E X. ЖОП НӘ ЖОЛЛАР: ord, (log, 
CDATA ord, (€ — 1) t XC EHF p- adic At 28 £ HE 
分 支 函 数 的 缘故 .更 精确 地 , 对 任 一 -个 单位 根 CE Q, 有 log, 
(5)=0( 人 参阅 2:3 节 ), 若 p 是 奇数 ,在 Q, “ХЕ ЕХЭ р 
1) 个 单位 根 , 当 p=2 时 , 仅 有 单位 根 鞋 1. 当 是 奇数 时 , i e 
` 是 第 (p 一 1) 个 初始 单位 根 , 当 p=2 时 , 设 t= - 1. ШЖ, ога, 
(log(&)) 是 大 的 强 涵 着 对 某 个 kE10,1,…,p 一 21( 或 kE€E10， 
11,24 р=2 时 ), 有 
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ord, (log, (€) ) = ordp(£ — &*) 


集合 х, Xa 19 ога, (8 — 1) (RK ord (E+ 1), 4 Ae EIT) 8 
大 的 .结果 是 D, 的 子 格 (а ГУ, 255188). 在 下 面 的 引 理 ， 
我 们 将 证 明 这 一 事实 , 并 指出 怎样 找到 这 子 格 的 基 . 然后 ,我 
们 可 以 用 这 一 子 格 代替 Г, 本 身 .当然 , 在 引 理 3-12, 3-14 和 
3-16, 我 们 可 用 这 子 格 г). TE RE r. 29 fü] obe UL, 我 们 假 
EIIE ia СО. SEITE om=1( 因 此 对 于 齐 次 情形 , 对 应 于 
87 0), 34 oo 关 1( 非 齐 次 情形 ), 我们 把 定义 适当 的 变换 格 Гү 
(>) ,PECy) 留 给 读者 . | 

МІНІ 3:17 (1) 设 oanEQ, 是 满足 对 所 有 i, ord, 
(am)=0 的 给 定 的 数 , 且 对 1i= п, ога, (log (o) ) BR/h. E х, on 
x,€ Z, Ф 


e= Цар, po = ord, (log, (a,) ) . 


对 任意 p € Ns, 4 


Г, =. (ху, x, € Z^ lord, (log, (£) >p + pol, 
Tu = ЁС wi, Xa) EZ" lord (ЕЗ 1)>и ү ші ы 


p = (xy s х) Є Z" lord (£= 1) 2p + pol. 


WW r*cr; cr, 是 格 ,车 p=2, 则 它们 都 相等 ,车 p=3, 则 TT* 
-Г,.Жр2>3,ЛІж(Г,/Г/)-(р-10/2.ж(Г,ГФУ)-р-1,% 
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UT /г#)=2. 


(ü) BH bys by ЗИТ ЕГІЗ x € Days, 


Dy 用 


ed (тод рш), dx) € (0, 1, p= 21. 


EX, k(x). I bo ba E C, MA, ES 
k(b’,,) = gcd[k(b =, kCb,) | 


Xf i=1, =n- Ж p25, $ 


гу &k(b, )/k(b, ) (mod(p-t)/2), Ir (ре 07 


b; = b; - rí b. 
对 pz3, 也 有 


Те (Ы )/k(b,') (mod(p- D), 14 <(р-1)/2, 


bf =b = rF ba. 
进而 ,对 р225, 令 


Ge =lcm[k(b, ), (p — 1)/21/k(b, ), b; “ты °з, * 


对 p 之 3, 也 令 


ry = lem[k(b, 2, (р-11/КСЬ,2,Ы = rb, 


Whos. be Æ D AB, bf,- bF E TE MAL. 


证 明 (i) TEST аг, 是 平凡 的 , 他 们 是 格 .由 二 1 


РА 
M: p 


-2,3 时 Q, 中 仅 有 的 单位 根 导 出 p=2.3 时 的 格 等 式 . Сл 
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Г, ) 等 等 的 值 由 (iD 导出 . 

(ü) 注意 到 k(x) 是 (mod(p- 1))T, 上 的 线性 函数 .TD 
的 点 x 上 有 具有 (p=- D/IkGOI FERE, ГЕ МА x B (р-10ік 
(x) 的 特征 .由 引 理 中 的 规定 导出 对 i=1,….n 一 1, 有 有 


k(b )Esk(b;)- КЬ, )==0 (mod(p- 12/2), 


ОЪ) кь) r 非 .k(b )=0 (mod(p - 1)). 


EEF br. br as b. fü bi = br 1, b, AE D, КҮЙЕ 4 3 
(对 整数 y? Ly), Б x€ T 如 


п- 1 n= 1 7 
x* Ex Ch р УГ 5. 


则 导出 


k(x)=y, -k(b, ) (тойа(р- 10/2). 


k(x) ==y#+k(b,’) (mod(p - 1)). 


BU x€ r; RAM г, ly; iili x€ n? 当 且 仅 当 ef | yË јх 
stu f atit. 
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第 四 章 ” 双 递归 序列 的 S 一 整数 


41 ЗЕ 


本 章 就 下 面 的 问题 介绍 一 种 简化 解法 . 设 А,В,С), Gy 是 
整数 ,并 设 递归 序列 |G,j 由 


Gait A*G,-B*G,.,, в-1,2,-- 


定义 .假定 A=A -4'B 为 非 平方 数 , 且 序 列 为 非 退 化 的 (这 
一 点 将 在 后 面 解释 ). 设 w 是 非 零 整数 , pl, p. ATA RM. 
我 们 研究 丢 番 图 方程 


G,= w: р, (4:1) 


其 中 n,m, s m, 是 非 负 整数 .我 们 将 研究 判别 起 A 为 正 的 
或 为 负 的 两 种 情形 ( 双 曲 线 型 或 椭圆 型 的 情形 ). Mahler[ 74 | 
已 证 明 (4:1) 仅 有 有 限 多 个 解 .对 于 AD I T IE, Schinzel 
[101] 已 给 出 解 的 有 效 的 可 计算 的 上 界 . ж 

Mignotte[78], 7914 tH (4-1) ЖШ з=1 的 某 些 例 于 可 
用 同 余 方法 求解 .人 得 他 的 方法 能 否 适 合 s=1 时 的 任意 方程 (4 
-1) 是 不 明确 的 .此 外 ,他 的 方法 似乎 不 能 推广 到 s> 1 的 情 
形 .Petho[91] 基 于 Gelfond - Baker 方法 给 出 一 种 简化 解法 来 
处 理 (4.1) 在 A>0,w=s=1 的 情形 . 

我 们 的 简化 计算 建立 在 p — adic £ E BUE iT m f Hn qid 
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彤 , 即 零 维 的 情形 , 参阅 3.9 节 , 在 双 曲 线 型 的 情形 ,这 已 能 满 
是 找 出 方程 (4'1) 侈 部 解 的 需要 .在 这 种 情形 , REE FAT IG, | 
指数 增长 的 平常 观察 .在 椭圆 型 的 情形 ,情况 本 质 上 更 难 解 . 
则 从 复 的 Gelfond — Baker 理论 可 得 到 iG, | 增长 方面 的 资料 . 
为 此 在 此 情形 , 我们 有 р- adie 模拟 与 一 维 齐 次 或 非 齐 次 实 
Д.Е ТШТ ЛУН. BS 3.2 M 3-3. 

若 方程 的 参数 不 太 大 ,我 们 将 给 出 (4:1) 的 解 的 小 得 容许 
简化 计算 实际 应 用 的 明确 上 界 .Petho[91] 指 出 , 本质 上 更 大 
的 上 界 适用 于 所 有 的 但 也 许 是 一 种 解 .他 的 理由 本 质 上 与 我 
们 的 简化 技术 相同 . 

一 般 的 Ramanujan — Nagell 方程 


x + k= ЦЬ, (3:2) 


其 中 kEZ 固定 ,x, 有,…, za EN 是 未 知 数 ,可 以 简化 成 有 限 
多 个 满足 A>0 的 (41) 类 型 的 方程 .满足 s= 1 的 方程 (4:2) 
已 有 很 长 的 历史 (参阅 Hasse[ 54], Cohen[34],Ramasamy[99] 
等 人 的 综述 .关于 此 类 方程 解数 方面 的 最 好 结果 是 由 乐 茂 华 
163,64,65] 得 到 的 .有 趣 的 是 应 用 于 编码 理论 (参阅 Bremn- 
ег, Calderbank, Hanlon, Morton 和 Wolfskill[ 22 |, Macwilliams 
ЖІ Sloane (72 1, Tzanakis 和 Wolfskill (1263, (1271, ЖСЖ 
(50]). (4*2) I] Е Н Hunt 和 Van der Poorten 运用 Gel- 
fond - Baker 理论 解决 .他 们 运用 实 的 或 复 的 但 不 是 p – adic 
的 对 数 线性 型 ,正如 我 们 熟知 , 没有 人 提出 (4.2) 的 处 理 方 法 
产生 对 k 和 pi 的 任意 值 起 作用 的 计算 , 而 Tzanakis 的 初等 方 
法 (参见 Tzanakis[ 121]) 似 乎 是 能 推广 到 s>1 的 唯一 方法 . 
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我 们 的 方法 有 两 者 的 性 质 . 
本 章 的 组 织 如 下 .4"2 节 给 出 一些 初步 的 双 递归 序列 .4- 

3 节 就 双 曲 线 型 和 椭圆 型 两 情形 研究 1 С.І. S II ЕЛІ 
的 情况 是 平凡 的 .在 椭圆 型 的 情形 ,我 们 通过 证 明 关 于 n 的 依 
吏 于 vv 的 特别 良好 的 -一 个 上 界 , 并 说 明 如 何 降低 这 个 界 , 给 出 
对 固定 的 vER MIG, | < v 的 一 种 六 法 .44 ЗАН (АІ 
的 二 界 .4:5 节 给 出 一 个 引 理 , 其中 简化 程序 的 pP=- айс 77 
是 基本 的 .4:6 节 处 理 一 些 特 别 情形 , 计算 对称" 递归 at 
递归 序列 的 特殊 类 型 ,我 们 的 简化 计算 失效 ,但 在 此 情形 ,# 
等 幅 角 常用 于 解 (4.1).4:7 就 一 些 精心 挑选 的 例子 ， MM 
低 方程 (4:1) 在 A>0 时 和 解 的 上 界 的 运算 .4.8 节 中 关于 A<0 
的 情形 做 法 相同 .4:9 55 ЕД cb BE — HE Ramanujan - 
Nagell 方程 ,这 作为 (4:1) 的 双 曲 线 型 的 一 种 应 用 .作为 一 个 
”例子 ,我 们 确定 所 有 整数 x 使 得 x*+7 没 有 比 20 更 大 的 素 因 

子 , 因 此 扩充 了 -Nagell[86] 关 于 方程 x + 7=2"( 最 初 的 Ra- 
manujan — Nagell 方程 ) 的 结果 .最 后 ,在 4:10 贡 ,我 们 给 出 (4 
1) 的 椭圆 型 情形 在 一 定 类 型 的 带 平方 指数 丢 番 图 方程 的 一 - 
种 应 用 ， 这 类 似 于 解 (4'2) 的 人 曲线 型 情形 的 应 用 .作为 例子 ， 
我 们 可 以 确定 方程 


xb Poprada [398 Tm  - 1132" 


的 解 x, ту, rg. n. 


4-2 XU 2 


设 A, B, Go, G E ZA. ШИС, 由 
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Ga+1 АГ С,-В б,-ү, n-1,2,:- (4*3) 


定义 . 设 a,8 是 x - Ax * B=0 Н. | ЖА-А?-4-ВҘЕЗЕ 
平方 数 ,县 /8B 不 是 单位 根 ( 即 序列 是 非 退 化 的 ). 令 
Gi GOB | Gore б 


NC aes (4-4) 
ШАЯ Е K = ОСМА) didt Wg. Бос, 现在 有 
G, = Ata" + реВ" (4:5) 


(747 Shorey 和 Tijdeman[107], 定理 C.1) .我 们 将 表明 , 当 
饰 (4*1) 时 ,不 失 一 般 性 , 可 假定 


(Go, Gi) = (С, В) = (А, В) = 1. 


HJ. d= (Go, Gy), W dlG,( 对 所 有 nz50), BERNIA 
1) 可 用 G, =G,/d 代替 б, 其 次 假定 d= (А, B) BHF d 
В, 则 容易 验证 对 所 有 п222, 有 487116, 则 我 们 考虑 (4:1) 用 
G, = Gu 1/4 G,. 使 得 G1 = Аб, - ВС, А’, 
ВЖ A’ = A/d, B' - B'/d?, A CA', B') = 1. Ai, E d^ B, W 
我 们 将 序列 分 离 成 两 部 分 .我 们 考虑 (4.1) 首 先 用 G = С,.„ ft 
ЁС, 然后 用 G, = Gana ACE С, 对 于 两 个 序列 |G。 |, E 
Ga+) =А' С, -B G, А,В А'=А?—2.В,В = В? 
给 出 : 则 (A',B')=d 且 中 iB', 因 此 我 们 回 到 先前 的 情形 .最 
后 , 设 p 是 一 个 素数 使 得 p| (Gi,B), 并 设 4 是 Q(VYA) 落 在 p 
和 的 素 理想 .由 plB=a:8, 有 Ai(a) 或 |(B) .假定 hl (а), DU] jo 
(8), 4 СА,В)-1(1ЕЖ A =о +В). Att, 
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ord, Аға" + p: Q^) = min[ ord, (Аа), ord, (u: 8?) ] = ord, (и) 


若 对 某 no, n 之 no. 因此 对 nn, ord, (G,) Ж ЖК. #7 pl (B), El 
样 正 确 .故我 们 可 假定 (G1, B) = 1. 

引 理 4-1 in, пу, “ms 是 (4: 1) 的 解 , 则 满足 上 述 假 
定 , 对 i=1,…,s, 或 者 m;=0 或 者 n=0 或 者 - 

оға, (a) = ord, (B) = 0 

1 ~ (4*6) 

оға, (А) 2 ord, (и) = 一 F ‘ога, (A) <0 

证 明 1615 р, |В. W p pA. itt H (4-3) (B, Gi) = 1, WJ 
所 有 nz. 有 рХС, 因此 ,mi=0 或 n=0. 其 次 假设 pp, 则 
由 о-В-В. 


оға, (а) 1 оға, (B) -оға, (В) = 0. 


现在 ,a 和 8B 是 代数 整数 .因此 , (6 Thy p- ‘adie 次 数 是 非 负 
的 .这 就 导出 他 们 是 零 . 令 下 = -Ap A EË ECZ, AMY 
n 之 0， 


С2,,-А:С,'С,+1+В:62=Е:В". 


假定 p,lE, 则 推出 对 所 有 n, р, УС, ІҢ Ж (Со, 6) -1. 因此 m; 
=0. 其 次 假定 p; HE, 则 


оға, (A: УА) * ord (u: VA) = оға, (Е)-0. 


AA A: VA 和 p VA 是 代数 整数 (注意 YA =a- p), Wie. 
由 引 理 2.1 导出 ,我 们 可 不 失 一 般 性 地 假定 (4.6) 对 і = 
1, ys 成 立 . 也 可 假定 对 i=1,…,s,ordp,(w)=0. 方 程 (4:1) 
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(еке 0 的 特别 情形 当 A>0 IEE РЫЙ, ШЇ АГ A, 80 % | 
在 下 一 节 中 处 理 . | 


- 


4.3 ”递归 序列 的 增长 


首先 我 们 处 理 双 曲 线 型 情形 ^ 0. EF lol 418), A 
为 序列 不 是 退化 的 . 因此 可 假定 1a| >181. 我 们 导出 ,序列 
б, 2%o 指 数 增长 结果 几乎 是 平凡 的 . 设 


no > тах[2, log | A ШЕ 11. 


га ТА Тае". 
НА r0. 
3H 4:2 ША>0.Ж n>m, WIG [Zr lal". 
HEH (4-5), lal > |B) A n9 20 导出 ,对 n 宇 m， 
| 


8 


n^ 
zr. 


IG, | * Lol [人 
形 们 将 其 应 用 了 于 (4.1) 如 下 ， 
推论 4.3 设 A>0.(4:'1) 在 n 宇 no 时 的 任意 解 n,m, 
sum, ig 


— mih _ юу(1/191)) 
Tr ов al loglal 
证 明 显然 ,由 引 理 4.2 及 (4.1) 即 得 . 
下 面 研究 椭圆 型 情形 A<0. 因 为 a/8 不 是 单位 根 , 故 BS 
2. 因 为 (a, B) RA, p) ERA Я 355 B lal = 181, 1А = |p 
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4 vER, vel 给 定 . 我 们 研究 不 等 式 


= СУ (4-7) 


HEP һем. LIN RE Me C) PG Ad LER TET) Wald- 
shmit — 4 COL 2-3 45), CA v dM I ЦЕН) 
RF а ta П 2548 Кк 55 1: iz 


Е--Х-и“А, 


У, = 5 *max(x,logB), Уз, y max(z, logE), 


V ants М). Ve тала, Муў, 
С, = 3.362 x 10?! V3- V3" log(2-e* V7 ), 
C; = log( 4*e* V4 ), 
Са = max[log(z/2* | и) + C, * C; + C, *log(4* C; /logB), 


ЕСЕЛІ 


Эн 


定理 4.4 ША«0,УЄВ,У241.ї п220 4.7), ! 


п< C, + ‘logy. 


4 
logB 
注 : 注 意 С, 不 依赖 于 v. 
定理 4-4 直接 导出 ГАГ ЛС. 
推论 4:5 ЯА<0, (4-1) ERE n, шү, m. 满足 
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п< С + r gj (loglwl + È /mi* logp;). 


定理 4:4 的 证 明 注意 lal = 18| = ГЭЭЛ? G, 
= 0 的 情形 .Kiss[55] 给 出 了 这 样 的 n 的 一 个 上 界 , 但 由 于 在 
我 们 的 条 件 (Go, G1)= (G1,B)=(A,B)=1 之 下 ,我 们 可 做 得 
Hay .2Б,-(6"-8)/Са-ЮХЇ Br& nEZ 成 立 .容易 看 
山 ,REZ 且 Rs= -Br-"R" 对 所 有 nEzZ 成 立 . 现 在 С„ = 
о + из» = 0 8 I 

Gy = Ха! та! ad pe В% В" n 


ЕГЕТЕ 


= АВ toe VA: век no 一 


Gy = [ -A pT VA] Rs, 
G = [ Ag ™ VA] B- Ra -1 


假定 对 于 ОСА) ААН р АСК, В.В, iD). 则 Al(a 
21) = GO", Epl (BR, 7 B: R,- = (B)^, 3X 55 (A, B) 
='] Ж. 因此 (R,,B'R，，) - 1, ДЕН (Со, Сү) = 1, 必 有 


А-В" VAl=1. 


KUM 15250 С„=0 HE 
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- 


2 ЯА 
ин log| As МА <С,. 


现在 回 到 G40 的 情形 .由 (4:7) 有 


n= 


зей 41218. тэглэ ~n/2 
екі 151619 
我 们 可 假定 n22. i$ -A/p = e o/B= etl A – : et 
IAR-l«ex1l dE кегі! Kl Кі 
A 


1 
1+ nn. X 


2 
A 2 фе рт K] 


= logf гч, 十 повр ]+2-K-log(- 1). 
ЕИЕРИЕЛСИЗЕЛ ЕЛЕНГЕН 


IA| 22: iot ns g+ Храм 
ag а . Zà aP S NR 5 a E. 
т] Цагын" з, (4:9) 
由 Сү, 0 导出 人 天 0. 则 由 引 理 2.4 我 们 可 导出 | 人 | 的 一 个 下 
界 .注意 到 max(n,2jK|) 志 2:n, 所 以 w = log(2* п). Fe 3546 
15551221: 
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Bez? — (A? -2°B)*2+ B=0, 
因此 h(a/B) <5 `logB. 又 z= 一 A/p 满足 
E:2—-(2:E+A:G)*:zt+E=0, 
因此 ҺС- <4 slog. ВИЙ v= УГ ,w= Vi 满足 要 求 . 
由 定理 2-4, 我们 发 现 
ІЛІ>ехрГ-С)“Сюв(2-п) + log(2:e* Vi ))] 


= expl — Сі" (logn + C,)]. (4-10) 
结合 (4.9) 和 (4.10) 我 们 找到 n a + b*logn, 其 中 


а= 


2 т 
=") [ logv + log 2: lal m Cı "s T. 


b=2+C,/logB. 
Ш 51 241 可 导出 结论 , 因为 


b =2:-C,/logB 


= 1.681 x ами BD awadu, logE) *log(2:e* V7 ) 


这 必定 比 e Ж. 

注释 :注意 v 可 依赖 于 n 因此 我 们 可 找到 关于 解 n€ N. 
的 一 个 上 界 , 例如 对 常数 c, 有 1Gu。| сат. 

现在 , 我 们 想 降低 定理 4.3 中 找到 的 界 .为 此 , PRES 
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图 不 等 式 
lpt npt KI <v B", (4:11) 


此 不 等 式 由 (4:9) 导 出 , 其 中 vy Татсланал ЖІК 
情形 y=0 及 非 齐 次 情形 p0: 分 别 运 用 在 3.2 节 及 3.3 WV 
中 叙述 的 方法 .不 象 其 他 章 , 这 里 我 们 用 精确 规定 的 运算 方式 
给 出 结果 . 

首先 研究 齐 次 情形 =0. 我 们 采用 运算 HOEK 4). E 
N 是 (4:11) 的 解 n 的 上 界 , 例 如 定理 4-3 dress t. 


图 表 4. 运算 HER (4-11) Ee p= 0 时 的 上 界 ) 


Input: e. B, |н], va, N 
Output: new, reduced bound N ` for n. 


4/2 


(1) (initialization) Choose ne 之 2V/log B such that B"o 222. vo; 
No: = Nicompute the continued fraction 
Ë lel -(0,а), H "гүйх" 1 
and the denominators qj. с, m of the convergents of Lol . wich en so large 
that чах No X q, + HELIU 
(ñ) (compute new bound) А); -анах(ар с”, a, хүл compute the largesi integer I 
Ni, such that 
BYi+1/?/N,, ive (A18 2), 
and t4 , such that %, «№ Sy, X li 
(iii) (terminate loop) i 
if по №. < Nithen i: — i 1, goto (ü); 


else N ;= max( m, N;, i), stop. 
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引 理 4-6 运算 日 结束 .不 等 式 (4*11}) 在 y=0 11122318 
EN? <n<N 的 解 . 

证 明 结果 是 显然 的 ,因为 所 有 Ni 是 整数 .注意 Bx 
在 x272/logB 时 是 递增 函数 .因此 ,车 nD no, HI 


| iel – Па vg: B. ?/n« 1/25. 


Hi dE Ч CO 6)) Hol S F E ki /n, 比如 [kj/n= P,/ qs. ШЇ 
qa Sn, 且 ( 见 (3.5)) ) 


idol ~Pa/dm| >1/(а,.1%2)-9.. 
假定 对 某 个 10, nN, ЖШ m« o, 因此 


BY2/n Sun 1101-1171 ~!<vg (ар, * 2) 


Жү (A, +2). 
由 此 得 到 , 若 №. (220, 则 | nN;+ 1 5 


其 次 研究 非 齐 次 情形 фэе0. BEEN 是 满足 (4:11) 的 mn 的 
:个 上 界 .我 们 有 下 面 运算 I( 见 图 表 5.) 


图 表 5. 运算 1. (BER (4-11) XE 50 时 的 上 界 ) 


Input: o, dy B, vo №. 


Output; new, reduced upper hound М” for all but a finite number of explicitly given 
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(i) Cinitialization Ng: = [N]; compute the continued fraction 
в 1 


ex] 
E TM 


lol = |0. anan 
and the convergents р/а for i= 1.5, with ow so large that qq > 4° No and. || 
qa ll >2+No/aq. (1 such q cannot be found within reasonable time , take u 
so large that do 之 4 №): : = 0; 
(ii) (compute new bound) 
if ll age ¢ ll >2%М/4, 
then Ni, у: = [2:logC q2;* veo/ N.)/logB]; . 
else compute K€ Z with IK- q, "р 4. icompnte nj € 7,057 < 
qa with K = патр, = OCmedq,,) iif n 2 na is a solution of (4.11) 
then print an appropriate message: 


Ni. = [2-log( 47q,* vo) /log B]: 
(iii) (terminate loop) 


if Nj, <N, 


then: =i+ Po; compute the minimal <. , such that q > 47 IN; and 


Фф | >2- М/а, í such c does not exist, choose the minimal c wich 


q > 4° №) gotoCi) : 


else М' = N,:stop. 


3| 88 4-7 ЕГЕР ТЕРЕ ТТТ IW АЙ. 
Hd М” <n<N 仅 有 有 限 多 个 解 . 


ШЕҢ 运算 终止 是 显然 的 .假定 对 某 i 之 0,nsNi, 则 当 | 
ас% | »2:М/а, 时 ， 有 


agree ll = ІПас(філ-рЮ-теоа;! 


=? y+ п'фі kl4 n/q мо В. n/2 4 N/a. 
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НИНА Ч ns Nisi. lass 2-М/а, 因此 


|k ! тр; кез 7 ql $ 84194 пәк t n Ip, q; cl 


21 : 
= > “lq á Yot В" w “+ N/a, < "ELA Yo" B 


Baud ze ОМ K + пер, + Кеа, = 0, 这 是 因为 它 是 -- 
个 整数 . "-— =1 导出 n=no(modgq,,). Al а, > Ni, ÍV Bë Jë 
n= my. quw B >E, w nEN;,S UJ. 

我 们 注意 到 , 若 Ni 足够 大 , 则 实际 上 几乎 都 可 找到 一 -个 
u fl I aged Il >2-Ni/qi. 


44 EFR 

本 节 就 双 曲 线 型 和 椭圆 型 两 情形 , 我们 要 导出 (4:1) 解 的 
显 式 上 界 .第 一 步 是 p- adic 理论 的 对 数 线性 型 之 应 用 .这 对 
两 种 情形 做 法 是 相同 的 .我 们 用 其 找 出 关于 mi 的 界 是 logn 
的 多 项 式 . 然 后 我 们 将 其 与 443 节 中 关于 双 递 归 序列 增长 方 
面 的 结果 结合 起 来 ,在 那里 我 们 对 (4.1) 的 解 导 出 关于 n 的 界 
对 mi 是 线性 的 (推论 4.3 fil 4-5). 


假定 nm 之 2. 设 D 是 Q(VA) 的 判别 式 . 令 
Ж КЫЛ ОЛ les, Ipae; УЛИ 
设 d 是 A 的 无 平方 部 分 ,对 i=1,…,s, 令 
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+6 x SPLIT. 9 r | 
ЇГ” p;72,3z5(mod8j9X p 22.1 = - 1: 

р= 4 K bs 

(2777 
[ 2 2 à; 4 ds ytd 

Cai = 10° > ретті E E. 

1 + шингэний 
logno 


引 理 4-8 ага 时 (4:1) 的 解 满足 
m,€C,;*eg n). i= h eS 


证 明 利用 (4.5) 将 (4*1) 改 与 成 


Беде 


Wig (4-6), 


.missmi 一 оға, (А) - оға, | Fa Z: бас ll pr | = 


qui ТЕ 
223104 E 1]. 
Ri JB SIR 2- 5(Schinzél ЫН) ҮХЛЧЭЛЖЭЭЛЛЭГЧЭ 
= 一 和 * V ABT, 由 ord, (4) =p; ord,, C), UE 
2-27 


m« 105 [—— ] 


ain Sa E dad, n 
ologp | 9? "BOB 
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[logn + git L> Ре + 2/L]*, TET 


由 于 nn, 便 导 出 结论 . 
ur 
Са = max(C,,;), m= max(mi), p= Пр. | 
Е A>O 的 情形 , 设 n > max[2, log Ail /loglo/Bl ], 3f 
C; = logP/[log|a| kea lent of Iw] 551, | 
Ce = max[8* C, * (log27 * C, * C5)?, 841: C, ]. 


在 A<0 的 情形 , 令 


oe 
logB 


. 4-loglwl 41/5 , r4: С- 18Р уз, 
8 112563 logB 1 PI logB ^ 


C; = max | С; 十 -log[2* |Gs*p VAI], 


108: C,*logP 73} 
log[ logB П 5 " 


US SG Пар еше. 
WE rus ap e ЕШ. 
ХОЙ 4-9 设 nmi,…,ms 是 (4'1) 的 解 . 
(i) ЖА>ОН nZn,, W п<С; C; E. m< Gç. 
(1) Æ 4<0, 1 n Cr m, < Cg p ҖЕН imd, © 
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证 明 а) 推论 4.3 导出 In< C; m. HALE 4-8, © 
т< C,*(logn)? € C,* (logC;* m)". 


ФС, С, > (8/3), Wt a=0,b=C,°Cs, h- 3 ASIA 2-1, 
我 们 有 m«8:C,*(log27* C,* C4)?. £ C, *C.<(e2/3)2, 则 
n< m< C,*C;-(logn)? xc(e?/3)? • (logn)?. 
由 此 推出 n« 12564. БІЛЕ, m « C,* (logn)? € 841*C4. ` 
(ú) 48 SIRE 4-8 和 推论 4.5 看 出 ， 


4 . ! 
n< C, + Б.В 1912: Саре VAT], 


44өңімі 4-С. logP 
nsa t logB à logB 


由 于 4-C,-logP/logB> (e?/3)*, НСІ 2-1 便 得 结论 . 


* (logn)?. 


45 一 个 基本 引 理 
我 们 引入 一 些 记 号 ， 然后 给 出 一 个 似乎 是 平 几 的 引 理 , 它 
是 对 双 曲 线 型 和 椭 贺 型 两 种 情况 的 简化 方法 的 中 心 . 对 i=1， 
s, E | 4 
e= – ога, (А), = ога, Clog,,[ 9/81). g = f, e 


- 二 入 Я а 
0,— log,,,[ u I/log, [ B Le 


由 引 理 4:1, а/В 及 = Mp 的 р; 一 adic 对 数 存 在 . H Ші log, (а/ 
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8) +0, НУНС, SARI (89 . 3:95 EMER Е, Е", log, € 
和 log, 20,355, FAH юв,(6/Е) € VA-Q,. 60, ТЖ 
FREVA Q 中, 故 6E Qui: 因 此 , 若 6 天 0, 我 们 可 写 出 . 


0,— Xu Bi 


其 中 ,对 所 有 © k; = ога„,(0;), ше |0,1,---, р 11. F9ysl 
使 1G,! 的 元 素 局 部 满足 关于 9 的 pi - adic 展 式 的 许多 因子 
р. 

112 4:10 Ut n€ Ny. Ж оға, (G,) * e» 1/Cp; — 0), ШІ) 


ord, (G,) = gi + ord, (n -8). . 


证 明 由 引 理 4-1, A 
ога, (G)+e=ed, | 28 17-1:25115 
= А € ча 
ога, 21-84 7) 


BT = (X) Cu/B)^ - 1 根据 假定 ,我 们 有 оға, (£) >1/ 
0 因此 ord, (8) = ord,,(log,,(1 *8). 由 此 导出 | 
24 可 
ord, GG + e, тае өв, юв, 7 1 


= ord,,(n - 0) + 6. 
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4:6 平凡 的 情形 


我 们 首先 排除 一 些 平凡 的 情形 . 第 一 种 平凡 的 情形 是 
оға, (9)<0. 则 (4.1) 的 解 满足 қаздық 1) 一 ei, 或 由 引 理 
4°10, 


m; = f, — e; tord (пт 0). 
由 于 Є2Н ога, (0) <0, 故 有 ога, (п -0)- ord),(0,), hk 
m;Smax[ f; + ord (0) ,1/(p; 5,1) ] — е. 


6 的 所 有 p; - adic 数 从 某 点 起 全 为 零 是 -一 种 特别 情形， 
因为 下 节 的 简化 方法 不 能 用 .这 是 由 于 这 种 简化 方法 适用 于 
FH p- adic HE AMAT, 如同 3-9 节 所 说 明 , 应 用 于 p — adic 
线性 型 

入 a 
Біте + Шү be 
Miis ci dm chic: 


im logp[ 79:19: 1. 


ЕТТІ : 这 ， + 93838, 或 者 0 的 рг adic Ж, 
式 中 的 所 有 数字 从 某 点 起 全 为 零 ， 则 显然 地 , 359 een 
被 破除 ,原因 是 基于 根据 假设 :9 的 ' р adic 展 式 包 含 充 分 
的 非 零 数字 . | 

这 一 情形 论 及 如 下 .注意 对 所 有 i= 1,…,s 及 同一 个 ,0 
=r 成 立 . 因 此 由 引 理 4-10, 
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mi<max[g; + ord (n7 r), 1 - e]&g + 1 + ord,. (n - r). [a 127 
芳 A>0, 由 推论 4'3, 有 
n'loglal «X; + 1)*logp; – log(r/ | wl) + log(n - т), 


由 此 就 能 导出 п 的 有 效 上 界 (不 应 用 Gellfond — Baker 理论 是 
复杂 的 ,如 此 的 常数 是 比较 小 的 ). ME А<0,8ІЖ 4-11 的 证 
明之 下 导出 6=0, 从 那里 ,由 (4.12), 对 某 常 数 vo， 


|6,1 = Iwl ipeo ^n. 


4-3 节 的 结果 及 运算 仅 作 较 小 改变 就 足以 论 及 这 个 代替 (4 

7) 的 不 等 式 . | Ж 
` 然而, 存在 一 种 处 理 这 种 情形 的 初等 方法 , 仅 用 同 余 就 保 

证 能 做 .我 们 定义 下 列 特 别 “ 对 称 递归 ”.a,8 的 定义 如 4*2 

节 , 设 d 是 A 的 无 平方 部 分 , >, 

an — Bn 


ат aeg 


S 7e +, 
X3fd--1, | 

тё „(аж Та У-1)-8, 
又 对 d= -3( 对 p= у (1 / 73), Е o= p SL p), 


U,(w) = (1+ o)*a^ + (1 + o) Bn, 
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У,(9) = а" d в* 3°, 
其 中 所 有 nEZ. 注 意 到 


Т:Т; = 2:5,,, U,(w)*U,(w)*R, = 3 Rans 


1 (Же? Е У, (о) “5, ын San 4 


便 有 下 面 引 理 .我 们 假定 ord,(6) 之 0. 
引 理 4.11 若 6 仅 有 有 限 多 个 非 零 керге 数字 , 则 存 
在 一 个 rE No 和 一 个 kEQ, 使 得 


Gu.=k'R。 ,或 G.=k'S，,, 或 ( 若 d= - 1) 


GEk Ti, RGF а= -3)G,=k.U(o) 或 kV (о), 


其 中 w=p 或 5. 此 外 , 若 A<0, 则 r=0 
证 明 由 оға,(9)2>0, XE E rENo, 有 404=r 由 0 的 定义 ， 

得 

82312 

ов 6 ] [ 16. 
ша (8/a)'* Cu/3) & —^ АҒА СӘН II: nf 38 Hi 
Сатана Га" 711, 

首先 设 B= +1, 则 A>0 且 


Go=X av[a "+B r] же ү A*a'[a' + B'], 
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Gy -3 La) В] = + Ааа! xg 1 
注意 到 
(a ' + BT 1, о BY) (2,045 В) = (1) 9802), 


(ar^! -p^a-pg = (a- В). 


由 (Go, Gi) = 1, ЖИВ Ea = 1, TEL Ca B). НИН 
结论. . 
st ЯН [B| 222 si 


Got Be (grat! + Bo!) = Gi (q'a ВЭ. 


RHB, G) =1, BLA о В| qo" + BT. НСА, В) =1, Ж (о, В) = 
(1), Н alg, Д б-г-0, Ж Со=А: (1+ 1) EZ BUE 
得 到 结论 .因为 对 所 有 d, т 仅 有 可 能 是 +1, 再 者 , 当 d= - 1 
上 时, A y= + /-1,4d= 一 3 时 ,n= +р +o. 

在 引 理 4411 的 情形 ,对 (4.1) 可 作 如 下 处 理 . 引 理 4.10 
表明 , 如同 由 引 理 4:2 和 定理 4-4 导出 的 ,使 得 ш p' 1G, 的 最 
小 下 标 n= g(m:p') >0 指数 增长 , С, 指数 n 也 增长 .因此 ， 
PN 4... 这 就 导出 , 当 mi 扩充 到 无 限时 ,a= w 
"不 能 继续 满足 Gu .由 此 ,车 ртр". 足够 大 , 则 存 

id zü а fili а| G. fB qka. 现 在 ,序列 |R,|, 15! A 

RH " 除 性 性 质 , 有 如 
RR, SARS alm, 
S Ska» М k 为 奇数 时 ， 
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ord; (S) ord, (S3), Xf Fr nl. à 

利用 这 种 性 质 可 证 明 , 每 当 al G, Н, а С. 这 就 给 出 (4. 
1) 解 的 一 个 上 界 . 因 为 对 那些 解 ,alG 但 :qtG,. 我们 给 出 两 个 
例子 . | 

| i A=16,B= 1, Gi = 1, G =8, w= 1, р = 2, р = 
11, W в-8--347,8-8-347,х- ре у, Ш Ар 是 一 个 单 
位 根 .因此 6,=6=0. 注 意 这 儿 有 类 型 5, 的 序列 .我 们 有 


n e$ =% 261 0 1 9 3 
G, 2024 127 8 1 в 127 2024 
G,(mod16) 8 -i 8 1 8 -T 8 
Gu(modll) 0 6 8 l 8 6 0 
G,(mod112) 88 6 8 1 8- 6 88 
G,(mod23) 0 2 8 1 8 5 0 


由 此 表 导 出 , 按照 n 是 偶数 或 奇数 ,对 应 ога, (G) = 0 3} 
3, 而 оға, (G,) 20 ?4 E. [V 24 n=3(mod6). 这 也 可 从 引 理 4. 
10 导出 , 即 产生 : 若 ord(G) 三 1( 此 怡 好 对 奇数 n 发 生 ), 则 
ord,(G,) =3+ordz(n)=3. 进 而 , 若 ordl(G) 之 1( 此 正好 当 n 
三 3(mod6) 时 发 生 ), 则 ord = 1 + ога, (n) (BHM, ordi (Gay = 
2, E ord, (Сі)-0). 

现在 ,Gas|Gak 对 所 有 奇数 k MI. ERG, 1878 3 个 因子 
2 以 及 1 个 因子 11, 但 它 比 23.11=88 大 .因此 存在 一 个 索 灼 
q 与 2 和 11 不 同 , 使 得 每 当 11| G, E, ql Gao EE G, = 2m + 
11™% 没 有 满足 m 50 的 解 ,所 以 剩 下 的 仅 有 三 个 解 :n= - 1, 


108 


0,1. 注 意 知道 q 的 确切 的 值 不 是 必要 的 ,在 此 情形 q 的 值 是 
23, 事实 上 容易 直接 地 证 明 23|G, 当 且 仅 当 n=3(mod6). 

例 МА-5,В-13,бо-бСі-1.ША--27,а-1%3: 
p,X= (1 + 0)/3, АМ = p 是 一 个 单位 根 ,因此 .6=0. 我 们 要 
ЁС, +2m. 序 列 G,= 和 .in+Xam JS EG, H,* Ra = R3, 而 
与 序列 H, = Dea" + .an 和 序列 R, = (o^ — a7 ^)/(a — a) н 
关 的 .因为 R, 有 着 优美 的 可 除 性 性 质 , 我 们 得 到 关于 G, 和 
H, 的 素 约 数 方面 的 有 用 资料 .我 们 发 现 : © 


2 3 4 297 6 T 8 


-8 -53 -161 -116 1513 9073 25696 
7 -17 -176 -659 -1007 3532 30751 


5 12. -5 -181 -840 -1847 1685 


SUE, G,=0(mod16)4 А {224 n=8(mod12) (51% 4:10 
导出 : 若 оға (G,) Z2 GX 4 n=2(mod3) MHA HR), ЛІ ога, 
(G,) «2 ord; (n)), H,2:0( mod16) ?4 Н (УЧ n=4(mod12), 
而 R,=0(mod16) 24 B (M24 n=0(mod12). ERE G, H, Ry 
-Кр/3- -24.5.7.11.23. 考 虑 这 一 连 串 模 5,7,11 和 23, 我 
们 发 现 对 所 有 n==0(mod4),21:7-11:23|G, ` Hn 而 事实 上 每 
%16|6,18,11|6,.18 | ,б,- +2" AS m 委 3. 由 4.3 节 导 
出 如 何 解 1Gu| 委 8&， 

注意 上 面 叙述 的 过 程 时 常 被 应 用 于 论 及 如 同 引 理 4:11 
的 情况 .这 由 引 理 4:10 来 保证 . 

从 现在 起 我 们 这 样 假定 ,对 所 有 im 1,…，,s,ordu;(0) 之 0， 
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而 0, 的 无 限 多 个 р; – adic 数字 ЖЖ. 


4.7” 双 曲线 型 情形 的 简化 运算 


首先 对 A>0 的 情形 给 出 简化 运算 (运算 p, AUR 6), 其 
依据 仅 是 引 理 4. 10 和 推论 4.3. 设 NIE ECA UO T ME n, 
mj, m, 的 关于 n 的 上 界 .例如 , 象 定理 4.9 IN ORG. 


图 表 6. BR P( 4 A>0 时 降低 {4.1) 给 出 的 上 界 ) 


[Input:a, B. A, gi wi ру. 57 pe М. 
Qutput: new, dusel upper bounds M; for m; for i= 1,5-5,8. and N’ for n. 
(i) (initialization) Choose an na220 such that 
ng >loglu/Xl|/logle/Bl; г: [Al = 1а арі": 
gi: = ord, (X) + ord,,Clog,;(a/B) ) 


(3/2 if p. = 2 р 
) , ( fori = 1 


hy: = ога, (А) 4414 р,-3 
lis Шы | 


g :—r/Iw|* IL pfi; No: = N; 
ізі 
(ii) (computation of the 0; s) Gompute (ог i= 1,95, х the first r; p, = adie digits n 
of 


SA а e н 
б-- log, L7 1 /log,.f в) - ұма, 


where г; is so large that pfi No and uj, 40; 
i 
(iii) (further initialization, start outer loop) о: = rit l fori lo... sijl: 
(iv) (start inner loop) i; = Lik;: =. false. : 


(v) (computation of the new bounds for mj, terminate inner loop) 
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Sug: = min( «€ Nol pi 2Nj-1 and UU) 5 
if s. < 54-1! 

then k;: = .true.; 
цаг 

theni ;= i+ l; goto( v); 


(vi) (computation of the new bound for n, terninate outer loop) 


Nj: = min (N,-,.[ ` su Ingp,- log g J/loglall: 
1 ті 


№22 mand K 


thenj :=j t 1: gotoCiv): 
else N = maxCN; na); 


М: = max(h; g, + s,,) for i= 1, ++, sistop. 


E42 ШЕ LMA B Ж p Kk. BE AO 
[Jr 8 (4- D OB EE N <n<N 及 对 i= s, m >M; 
їй. | 

证 明 ”因为 已 假定 0, 的 pi- adic 展 式 是 无 限 的 , 故 存在 
n 满足 所 需 性 质 ,显然 ,si 二 ri<sio0, 且 NN;-1. 因 此 对 所 有 
121, s, isi URGE AA s, 宕 0, 故 存在 一 个 j, 使 得 №, 
或 者 对 所 有 i= 1, +, s sm sj 1! 成 立 .在 运算 终止 的 两 种 情 
形 的 后 省 ,kk 仍 是 不 成 立 的 .我 们 用 关于 j 的 归纳 法 证 明 , mi 
Sg, t sj 1-1, s GE n € Nj 对 所 有 j 成立 .对 j=0,n< 
No 是 显然 的 .假定 对 某 j 字 bn<N aL FETTE I i, 使 得 
m >g tsj H5 4-10, 有 


ord, (n ^8) = m ayt 1. 


IH up s70, 因此 


111 


n 之 Pu, pzpumN.a. 
ix 5 £183 Riz Jé . 因此 , mi < g; 4 sij 对 i=1,.…,s 成 立 . 则 
从 推论 4-3 导出 


n< [È (g + s.j) -logp - log(r/| wl) ]/loglal . 


因此 n< N. 

注释 1 一 般 地 ,我 们 期 待 pi 不 要 比 Ni KES, MIRA 
KEW 0, 的 相 邻 pi- adic 数字 是 零 . 则 Ni 大 约 如 log, - , Hh 
么 大 .实际 上 ,运算 常 在 第 三 或 第 四 步 终止 ,接近 于 最 大 解 . 计 
算 时 间 是 多 项 式 在 s 过 程 中 , 运算 的 瓶颈 口 是 p; — adic 对 数 
的 计算 . | ， 

注释 2 ”Petho[91] 对 s= 1 给 出 不 同 的 简化 运算 .他 对 素 
3X p, 计算 函数 g(u), 此 函数 定义 为 当 最 小 下 标 n 之 0 HE С, 
#0 B pilG, 的 时 候 uEN. 注意 到 若 р, – adic 极限 limg(u) 存 
在 , 则 由 引 理 4:10, 其 极限 值 为 6.: 

注释 3 车 B=+1( 因 此 A>0), 我 们 可 用 递归 公式 


Gii ^ AtB Gr ~B Gip n=0, = ,2 


PEREG I o FU HAY F d (SB WL (4-3)). (4-5) п<0 

也 成 立 .我 们 可 对 пЄ z 8235 f CA 1) TAR п 是 非 负 的， 
”两 次 运用 运算 p: 一 次 对 1Gu| 沁 一 次 对 由 G, = G_。 的 序列 
IG, 1 03122) С, =B [иа + Ар"), В. 
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logp;( 一 AAAN) 
ір, (а/В) 


logual- Мв), _„ id, 
тыс. шалады 


Ө, = = 


现在 ,我 们 可 以 更 换 两 次 应 用 运算 p 的 做 法 ,使 得 能 用 于 所 有 
n€ Z, 如 下 上 所 述 . 若 用 la 代替 n, 引 理 4.8 40: 4:10 保持 正确 . 
在 定理 4.9 中 ,no 的 下 界 需 换 成 


ІП г ЖАЛА, 
r7 min[ là] = Ішісо/В17%,1іші-121:1о/617%1. 


运算 p 的 步 又 (i) 必 须 作 类 似 的 更 改 . 进 而 ,在 步 又 (ii) 中 ,ri 
的 选择 需 大 得 使 

当 p; 关 2, 则 pt 宇 No Н ui „#0, Ч, „Api; 

否则 ph 之 No Н. ur 天 ur- A. 
在 步骤 (v) 中 也 需 对 sij 作 类 似 地 更 改 . 有 了 这 些 改变 ， 定理 4: 
12 AFA |n] RE n 保持 成 立 . 

我 们 用 一 个 例子 来 结束 本 节 ， 

f 设 A=6,B=1l,Go=1,GI=4,w=1,pl=2,p)=1. 
W а-342:42,8-3-2-1/2,Х-0(142:42)/4:/2,и-0(-1- 
2-42)/4-42, X. A= 32. 3d no = е = 1.142 x 10% 我 们 找到 С, 
«2.49 x 102. 对 上 述 注释 了 的 更 改 , 我 们 得 到 r>0.323, C, 
< 1.76, €, «2.62 X 10%, C,- C, « 4.62 x 1075. EJE G, 22" · 
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1155 66 СН | al « 4.62 х 107°, тах(ту, m) < 2. 62 x 
102° .我 们 逐步 地 完成 简化 运算 p. (我 们 将 p —adic KSu р 
写成 0.uouyw…, 车 p>10, 我 们 用 符号 A, B,C… 表 示 比 9 大 


的 数字 ). 
(1) no = 2,г= 0.303, ру = 0, g; = 1, g>0.0275, 


hz i W= 2, No =4.62x 102. 
(ii) 0, = 0.10117 10111 01000 11100 10100 01001 10001 10010 
00001 11101 01000 10000 01001 10011 10101 01101 
11100 01011 00001 11010 00011 01001 01010 00101 
10001 01011 00000 11001,01011 11101 10100. 01011 
001---. 
0, = 0. A9359 05530 7330A 1,4223 96230 3A006 A3366 
83368 8270…， 
故 m=90( 因 sw=luw=0,289>No) 
157 29( Tl и, -6,1177>М;). 
(11) sa = 91,50 = 30. 
(у) = (м) sy.) = 90, $ у = 29, k, = .ture., N,. 76.9; 
“= GAR ast tie уа = ture. BEE: 
(Су) = (м) sj,,376,$,572, ky =. ture., N <5.8; 
(v)-(vi) Si4=6,S 4 = 2, К, 7 .fals., М<5.8. 
ІҢІҢ [n] <5, my QO, m2. FRAN AL 


| 
n т -4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 


С, 2174 373. 64 11 2. 1 А 23 134 781 , 4552 


因此 有 5 个 解 :满足 n= -3, -2, -1,0.1. 
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4-8. 椭圆 型 情形 的 简化 运算 


现在 介绍 (4.1) 在 A« 0 的 情况 下 ,降低 其 解 的 上 界 的 运 
算 . 想 法 是 交替 应 用 运算 p 以 及 运算 FE 或 I 中 总 有 一 个 . 设 NN 
En 的 一 个 上 界 ,例如 , 象 定理 4.9 中 n=C7. 由 引 理 4.6,4'7 
及 定理 4-12 的 证 明 立 即 导出 下 面 定理 . 

定理 4.13 运算 C( 见 图 表 7) 终 止 ,方程 (4:1) 在 A<0 
时 ,没有 满足 N* <n<N 及 mi>Mi(i=1,…,s) 的 解 .除非 那 
些 疫 点 通过 运算 . 


` 


图 表 7. 运算 C( 在 A<0 的 情形 降低 (4.1) 的 上 界 ) 


1прш:а,В,А. н, w, pie рь N. 
Output:new reduced upper bounds М” for n, and Mi for m; for i= 1,…，,s. 
(i) Cinitialization) №: = [N]; j : = 1; 
gi: = ord, (A) + ord,,(log,,(a/B)) 


3/2 if pi=2 
for i=1,°".8; 
hy: =ordp (А) +4 1 if p,= 3 


1/2 if pz5 
(ii) (computation of the 05, g, р) Compute for i= 1, ---,s the first r; p; — adic 
digis u,,, of 
一 入 а Men 
0, – log,,(—) / log, (7) = Mu pi. 
Ei т Bp; B eh 
where r; is so large that pi > No and u,, 550: compute ф = log( — А/н)/2ті, 


and the continued fraction 


lel = 15 log(a/B) | = L0, ар gs 
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wich the convergents p;/q; for i= 1,5, ta here t is so large ibu з! No 
<а if P= 0:q, 2 4* Na and || чу | >2- No/ qo if ф>50 and such @ can be 
found in a reasonable amount of time, q > 4* No otherwise; 
(iii) (one step of Көс P) For iz l,...,s put Mij: = тах, g, + min( s€ 
No lp N;. , and uj 40) ; 
(iv) Cone step of Algorithm Hor 1) 
ifp=0 
then А: = max(a,, ML Ds у: = |w]: Тру 
choose ng222/log B such that В ^3,72v/2* 15! ; 
compute the largest integer N such thas 
BÄC/N CA 1 2): v/de | nd: 


№: = тах лае Ni); 


i£ N <i, then compute with thy, E Кек 4%. 
else if Mags феа -a | 
then Nye = [2+log (че .-v/4+ (мМ; Лон B]; 
еве compute k€ Z with Ik- q,-,* 0l 4 i 
compute ny Z, О< € qu. with | 
K+ пр , = 0 (mod É es Ds | 
if n= m is a solution of (4.1) 
then print an appropriate message; 
Nj: = [2+ log (а, ма) /log B]; 
i NX N;- 
then compute the minimal & € ү such that 24+ Ni and || que 


1 >2-МУа Cif such ç does not exist, choose the minimal c, 
1 


such that q,2 4: Nj: 7j * L:gototiii): 
(v) (termination) N' : = №. М: = M, for i= Ln stop. 


例 i А-1.,8-2,С,46-2,0,-3,0 A= — 7, а= (11 
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29) /2,л= (2% У27)/У-7.8 w= ®1‚,р,=3,р› 7. W 
是 no = 2, ІН FBC, < 6.40 x 105, C, 2 9. 14 x 107", 
C; = 7.42 X 10, max( Cr. 1, Са. € 2.30 x 102, HEMT, ру = 1,'g2 
=(0, hy = Il, h; 2 0. HEM 4*9, FRAT] RT XE BE No = 7.42 x 10". 
我 们 有 
p = [к = aretg(/7/3) ]/2x 
s [0,2,1, 1, 2; 16,5, 1,2, 2; 13:1, 1; 1 1.2, 1.2. 1. 
1,1,1, 1,9, 2, 1, 2, 1, 7, 1, 6269, 4, 3, 1, 1, 50, 2; 1, 
6,1,1,2,1, 1, 7, 1,61, 1, 12, 3, 9, 4, 7, 3121, 1, 21, 
эу, 
b= (x - arctg( 4* /7/3)) /2x 
= 0.29396 28336 99645 40267 89566 60520 01908 06203-- 
0, = 0.20010 12210 00011 02102 00211 00222 02220 12021 10020 20202 


21102 00121 01000 01002 11100 20122 11111 22202 21021 02212 
2200--. 


0, = 0.32542 12042 43561 34020 61561 13452 10116 33152 25336 45044 
11254 55033- 


现在 我 们 选择 ww = 61, 因为 

461 = 142 51183 31142 44361 19375 51238 81743>4“М 
Н. | dort | -0.24487-- 22* No/qg; =0.104…. 我 们 有 My, 
=67,M, ,=37, 并 找到 N, = 637. 其 次 我 们 取 u = 6, AA ас 
-1291>4х74, | q p || -0.49398 >2 х74/1291.% Н М, з 
=6, M2.3=3, 且 我 们 找到 Na = 60. 下 一 步 我 们 发 现 没有 改 
3E. P123 п<60, m, <6, ms 三 3. 理 所 当然 的 直接 计算 来 检验 ， 
G, = £3"-7^ {LA FR 6 个 解 :G1=3,G2= -1, G= -7,6; 
uy DG =l, Gy, = 32.72. 
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"P 
ES 


4:9 广义 Ramanujan — Nagell 方程 


前 节 的 简化 运算 最 有 趣 的 应 用 似乎 是 解 广义 Ramanujan 
- Nagell 方程 (4.2). 设 kk 是非 零 整数 , pl, сур, MAM KW. 
则 我 们 要 求 对 所 有 非 负 整数 х,2), 5% Zo 满足 


UE iy 


ihe U ph. 


首先 注意 到 每 当 — k 是 平方 非 剩余 (modp;) 时 , 2 = 0. 因 此 我 
们 假定 对 所 有 i 不 全 是 此 情形 . 设 当 i=1,…,t 时 ,p;|k, 且 当 i 
=t+1l,…s 时 ,pkk. 设 对 i=1 с, r ordy (k) ÆA RTR i= r 
1,7, t ord, (DERM. i= 1,…,b H p 的 足够 大 的 守 
除 , (4.2) 简 化 成 有 限 方 程 — 


Dy += Пр (4:13) 
满足 对 i= 1 s, ptk, E. Do {L pis, pe 组 成 , Do ж 77 
因子 .对 i=r+1;,…,s; 我 们 将 z' 的 2*-' 个 组 合 按 z 的 奇偶 性 
分 类 .假定 对 i=r+1,…,u,z' 是 奇数 ,对 i= ut+1,…,s,z 是 
偶数 . 令 


. y& При. D go (4*14) 


Wl gi (4-13), 有 
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Dy ру = -ki (4-15) 


9 D=Dp ll р, 0104-14) (415) FH 


(4-16) = 
满足 у-у Й ppw=xke=ki ll рь EXE 
Vv – D: w2 = К, 
| E (4:17) 
w= Шр i 
满足 v= Do'xi, w = y, К = 一 ki Do. 我 们 将 在 (4 16) Bu (4- 
17) 继 续 做 下 去 , 多 半 是 合适 的 (例如 总 有 较 小 |ka1). "T 
若 D=1, 则 (4.16) 和 (4.17) 是 平凡 的 . 故 假定 D>1. 设 e 
是 Z+ VD:Z 中 满足 e>1 的 最 小 单位 .如 所 熟知 ,方程 v-D 
"w= ky 的 解 v, w 分 别 属 于 有 关 解 的 有 限 类 数 . 设 工 是 这 样 
的 类 ,对 于 r=1,…,T, 选择 解 у, о wo 的 第 r 类 使 得 г, = vo 
+w,o°VD>1 fih, W v -D w = k; 的 所 有 解 便 由 v= + 
САРЛАГ Аж t мыл Ш.А n€ Z, HA 
(v. = (г, +r, ce "1/2 
. 4:18 
ена una di йн, 


其 中 г.-У,0 - w,o* VD. 即 Із line -oM да _w 为 线性 
双 递 归 序 列 . 现 在 ,(4.16) 和 (4.17) 简 化 为 工 个 类 型 (4:1) 的 
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#®.# k=l, W Т-і,гүге, т = 5 38 К,12-1), k, 1, W 
A AEM, I = lkl” e m = fhe hee END 


wa = Vial: [D V Il] P** [7 Hi Pet! 172 


a LE 
XE VI РЕ, (4-16) C4 * 17) 81014158 ЖОН 4 
.6 38), 我们 感 兴趣 的 是 StOrmer[ 113], Mahler[ 75 |, Lehmer 
(671, Rumsey 和 Роѕпег[ 100] ffl Mignotte[ 80] Л й Е). 


Ж kz+2.D, 则 我 们 的 简化 运算 总 可 用 于 方程 v= 1 ір» 


w. = ll Р 的 一 个 .注意 n 容许 是 非 负 的 ， 因为 B= + 1, Bi 
以 我 们 可 运用 4-7 节 注 释 3 的 更 改 运算 ， 
例如 我 们 有 解 (4.2) 的 一 个 完整 程序 ,如 所 熟知 ,怎样 能 
用 V5 的 连 分 数 运算 来 计算 出 单位 6 以 及 +=1, ШІ 
ДУ Vaor Wro- 我 们 用 一 个 例 子 来 结束 本 节 . 此 例子 扩充 了 
Nagell[86]( 也 由 不 少 其 他 AMEA L 1 的 ) 关 于 基本 Ramanujan 
- Nagell 方程 x + 7 = 2° 的 结 
定理 4.14 (E <? + 7 W f it 20 Xf] KET AY E fn die Y 
x 只 有 16 个 ,如 下 下 . 
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х х2%7 х х2%7 | * х2%7 


0 7 7 5652-7 31 968- гч ni 
| 8-2 9 88-27-11 35 1232-27-11 
2 п 11 128 =2’ |53 2816 —2*-11 


3 16-27 13 176-27-11 75 5632-29-11 


S 32-25% |21 448=2°-7 |181 32768 = 2!5 
| 


|273 74536 2 2^ -7- 11” 


证 明 因为 -7 是 模 3,5, 13, 17 和 19 的 平方 非 剩 余 , 左 
边 仅 有 素数 2,7 和 11. 唯 一 因子 7 能 出 现在 xo + 7 中 : 因此 我 
们 要 解 两 个 方程 


x +7=2%-11% (4-19) 


“ х147:1-28-115 (4:20) 


方程 (4.20) 可 用 初等 方法 来 解 ， 我 们 分 为 四 种 情形 , 每 种 情形 
导出 一 个 类 型 的 方程 


y -Dz= 
满足 cl2-D, 且 或 者 y 或 者 z 仅 由 因数 2 和 11 AM. RNA: 
(i) 是 偶数 ,z” ЖАМ, y = 27/2 -112/7,  -х/7,с- Lb 
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=7; 

(ii) z ZAM, 2 是 偶数 ， ge gia SER, ү үө/2, z=x/7,c= 
2,D=14; 

Gü) z 是 偶数 ,z 是 奇数 ,y= x,z= 24-11% 02, c = 
-7,О-77; ` 

(iv) z, 是 奇数 ,z 是 奇数 , у= x, z= 20,7 0/2,11(05712 € 
= -7,D=154. 

1E 4:5 节 第 一 例子 我 们 已 做 出 情形 (i) .我 们 把 其 他 情形 

方程 (4.19) 可 用 简化 方法 来 解 .我 们 再 分 四 种 情形 , 每 一 
情形 导出 形 如 


y -Dz =c 


的 一 个 方程 ,满足 z 仅 由 因子 2 和 11 组 成 .有 

(i). ж,» 都 是 偶数 ,y= x 27257-11572, с 一 7,D=2; 

(ü) z 是 奇数 ,z 是 偶数 ,y= x, 2= 207 072.4157, c= 一 
7,D=2; | 

(iii) z, 是 偶数 , z, 是 奇数 ,y= x,z= 2777 .11(2 D/2 c= 
-7,D=11; | 

(iv) 21,22 都 是 奇数 ,y= х, 2-2 2.116702, c= = 
2, Das 

情形 (i) 是 平凡 的 ,其 余 三 种 情形 , 每 种 导出 一 个 类 型 (4: 
1) 的 方程 .在 4-7 节 的 例子 中 我 们 已 作出 情形 (ii) .依据 下 面 
数据 ,读者 应 能 着 手 对 情形 (证 ) 和 (iv) 完 成 运算 P, 从 而 完成 
证 明 . 在 这 些 情形 , N< 1030 是 正确 上 界 . 

情形 (iii):a=10+3.YV11, 和 =(2+ V11/2- /11, 
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0, = 0.10011 01000 00110 10100 00110 10110 01001 11110 11011 10010 00001 
10110 10111 10100 00110 01101 01010 10010 11101 11001 10000 10010 
01010 11011 00010 00111 01110 00101 01101 01111 10101 11110 10…， 

0, = 0.23075 76425 39004 26090 A92A1 03757 07314 58414 7A238…. 


情形 (iv):a= 1973-42: V22, 和 = (94.2: V22)/2. V22， 

0)-0.11101 01101 01110 01010 10111 10001 00100 00011 10000 00110 

10101 01100 01101 01111 01101 10101 01011 10100 01100 11101 

10011 00011 00010 11110 10101 01100 10011 11111 01001 01110 
00000 01110 011, 

ü, = 0.6А001 68184 22921 902А0 724А4 16769 45650 16482 SA6AA… . 


注释 1. 上 面 证 明 的 计算 时 间 少 于 2 秒 . 
2. 设 Ф(Х, Y) = aX? + bXY + СҮ? 是 整 系数 二 次 型 ,A= 
2-4 ае Bf iE Rf fh. K 是 非 零 整 数 , pl, …, p. 是 不 同 素数 . 注 


蕊 到 
4:a*D(X, Y) 4(2:4лХ41:Ү)-А-Ү?, 


B k, 7 


9(X, K) = Шы, 


®(X, I ph) = К, 
其 中 XAO, 215°, z, € Na, 可 以 用 我 们 的 方法 来 求解 . 
410 混合 的 平方 指数 方程 
本 节 对 下 面 丢 番 图 方程 给 出 运算 C 的 一 种 应 用 . 设 
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“Ф(Х,Ү) =a: X + b+ X: Y + c: Y? 


是 整 系数 二 次 型 ,使 得 D= 己 -4.a.c 是 负 的 . 设 q, v, w 21 
Я, ру, op 是 个 同 素数 .考虑 方程 


BCX, w- [I p) = v: q", | (4:21) 


ЕХ 是 整数 ,n,my…, о, EN. 

设 B,6 是 @X,1)=0 的 所 :bb 是 QCVD) 的 类 数 .存在 ax 
EQ(yVD), 使 得 我 们 有 主 理想 方程 (xz):(r) = (ч). 9 n7 n 
thin ЇЙЛ 0<п, <h, Jl] OX, Y) = vq? EH ABE Y PI 
想 方 程 . 


(“Х-ерҮ)“<(а"Х- «ФҮ)- (с): (с): (к): (жуз, 


WEO) (5) = Gee q) .因此 有 代数 数 方程 


нн гэд 

ls ea pere pen, 
а:Х-а'В.Ү= Y* w": 

жы boo dw 

EP yE o HATUR a X-a YH a X-a BY 的 公约 

数组 成 的 .注意 对 y 的 选择 仅 有 有 限 多 种 可 能 .因此 , (4-21) 

等 价 于 有 限 数 方程 
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at (B- 8) w: Пр" 一 үст”: 2. y:x^, 
或 者 , 若 设 和 = т/а" (B-B), Ba, = Anm A ДН 
бз = w* ll pi (4:22) 


这 里 , 16,602 МЕНИ АНЯ EE (4 22) 
属于 类 型 (4.1), 因 此 可 用 4-8 节 的 简化 运算 来 解 

在 举例 之 前 我 们 指出 ,满足 D>0 的 (4.21) 用 本 章 的 方 
法 起 不 可 解决 的 .这 基于 这 样 的 事实 :D>0 时 Q( VD 有 无 限 
多 个 单位 ,因此 关于 y 有 无 限 多 可 能 . 另 一 个 一 般 的 方程 (4， 
21) 是 用 册 pm 代替 qn. 这 个 问题 用 本 章 的 方法 也 不 能 解决 ,这 
是 因为 当 222 时 , 它 导 不 出 一 个 双 递 归 序 列 . 但 此 问题 通过 
运用 多 维 逼 近 方法 来 论 及 ,正如 在 第 3 章 及 第 7 章 中 的 应 用 
所 介绍 的 . | 

最 后 介绍 一 个 例子 . 

定理 4.15 方程 


Х2-39/-7":-Х42-|39:-75- 211225, 


ХЄ2, п, m,,m € Ns, MA T 9I 24 54: 
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п m, m x | n m, m. X 
"р T Ü = FS 2 Š і 

1 0 0 -4,5 | 6 0 0 - 26, 27 

5 4:8 26.7 PT 29 0 -3,3 

3 0 | 2,5 3 d 2,25 

3 1 0 -7,10 lu 1 ! -1237,158 

4 0 1 -6,13 17 2 2 -829,1270 


证 明 令 B=(1+ V-7)/2, 则 
X!'-X-Y*2-Y?-(X-p- Y)-(X- B- Y). 
注意 QU - 7) AX% 1, H 


b peus 
2 


2- 2 à 


lege v7) v7). 


5E YIX-g-Y B. yiX-B-Y. Wl yi- Y=- /-7-3™- 
7”:. 另 一 方面 ,71112". 由 此 导出 y= +1, As X — B: Y j X 
-B-v 是 互 素 的 .因此 有 两 种 可 能 ， 


Хх-вҮ-%(2% У27). [LEY — 1, 


х-ру= +0 7) [LET pp, 


在 每 个 方程 中 , 第 二 和 第 三 个 土 号 是 独立 的 .因此 我 们 需 解 
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GP = AU. gne АО. 3,7%, j=1,2 
WE С, = o -2«09,, 41,2, RAN e 3 e (24 
/74 47, Ей GP = Gi? = 1, GP 23, GP = -1. 注 意 
AF i=1,2,8 00 = - 00, Ag?) = фо 4-1, f] 
在 4.8 节 的 例 中 已 解决 (4.22). 对 于 j=2, 留待 读者 解 (4- 
22). 这 可 用 j=1 的 情形 所 给 的 数据 来 做 . 
注释 上 面 证 明 的 运算 时 间 少 于 3 秒 . 
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第 五 章 S 一 整数 不 等 式 0<x-y<y' 


40 
Ш 


i; SHR B ЯН E pi, p ВУЖ ГАН ЕН Л 
有 正 整 数 集合 , 其 中 s22, 并 且 设 5Є (0,1). ЖЕНЕ E K 
不 等 式 


0<х-у<у? (51) 


其 中 x,yES. 我 们 给 出 其 解 的 显示 上 界 , 并 说 明 如 何 运 用 已 
在 第 三 章 介绍 的 实情 形 齐 次 一 维和 多 维持 番 图 逼近 运算 , 就 
任意 参数 р, pe 5 的 集合 , 求 出 (5.1) 的 全 部 解 .对 s= 2， 
用 连 分 数 法 (看 3-2 节 ). 对 s 宇 3, 我 们 用 12 - 运算 来 降低 上 
界 ( 看 3.7) 节 ). 

Tijdeman[116](15 BJ # Shorey 和 Tijdeman[ 107], 5520 1 
ЕВИ TEXE У А Е max(p;) 的 可 计算 的 数 с, 使 得 对 
满足 x>y 宇 3 的 所 有 х,уЄ5, 都 有 

х-у>у/(іову)<. 
因此 ,对 于 (5:1) 的 任意 解 ,导出 关于 х,у 的 界 .StQrmer[ 113] 
证 明 如 何 用 初等 方法 解 k= 1,2 时 的 方程 x 一 y= КОФ пт 
Mahler[75], Lehmer[ 67 ]) .我 们 的 方法 可 对 任意 kEzZ эх 
个 方程 .对 一 维 情形 s= 2, Ellison[37] 已 证 明 下 面 结果 :对 所 
有 但 有 限 多 个 明显 可 见 的 除外 , |2* – 3”) > exp[x ° Clog2 – 1/ 
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1091 对 一 切 x, y € N BIZ. Cijsouw, Korlaar 和 Tijdeman 
(Stroeker 和 Tijdeman[114] 的 附录 ) 已 求 出 不 等 式 


| px 一 中 | <p 


在 所 有 素数 p,q 满足 p<q<20 B d= 六 时 的 全 部 解 x,yE N. 
我 们 要 将 这 些 结果 扩充 到 对 更 多 的 pa 的 值 以 及 8= 0.9. 进 
MER LR Ip pg] = 12,3, 5, 7, 11: 131 LJ 
及 5= ,确定 (5.1) 的 所 有 解 .有 关 这 方面 的 个 果 还 可 参见 


CRLAT] [48,49], [83], [84]. 

Ж 5-2 节 , 我 们 导出 (5:1) 的 解 的 上 界 .在 3:3 和 35'4 节 ， 
我 们 分 别 就 一 维和 多 维 情形 ,给 出 降低 上 界 的 方法 ,并 就 一 些 
例子 , 求 出 显示 的 上 界 .5.5 节 包 含 了 数据 表 


52 解 的 上 界 


假定 素数 的 次 序 是 pj < <p,. 对 于 (5:1) 的 解 x, y, Ж 
出 使 zx,z'y 也 是 (5*1) 的 解 的 有 限 多 个 z 没 有 任何 困难 . 因 
此 我 们 可 假定 (x, y) 21.9 


X= maxordpi( x°y) 
C = 299726 4, max(1, —— fog Г.Шовр, 1: log (e+ log- 


Br (l= 
С» = 2+ log2/logp, + 2: C, *log(e* С, :Іорр,). 
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定理 5.1 (5:1) 的 解 满足 ХСС). 
证 明 Eysi у> хуу, 5 y> Я. 
以 у>» “ХАЛ =log(x/y). W 
0< N<x/y-1<y 0 P « (1): 079 (5-2) 
Hi x = max(x, y) 2p], 得 
OZAL pi 08, (5:3) 
对 满足 5=s,q=2 的 八 应 用 Waldschmidt 的 结果 , 引 理 2.4. 


注意 ' 独 立 的 条 件 '[Q( Vpl,…, V p:Ql = 22 上 成立 .因为 p= 
3, lit V ;= logp, XT 1222 成 立 .因此 


A >exp[ - (logX + log(e-logp,) ) «Cy *(1— 8)*logpi]. 


此 式 与 (5.3) 结 合 , 得 
X« Cl'log(e'logp.) + log2/logp; + C;*logX. 


由 于 c,»e, i E 2.1 便 得 结论 . 
例 XtF s=2,2<p<199,8=0.9, & С,<2.30х10”?, 
C,«1.97 х 10". 


对 于 s=6,2<p,<13,38=—, A C,«8.37 X109, C, « I. 


1 
2 
35 х 1079. 
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5-3 在 一 维 情形 降低 上 界 


本 节 作出 例子 :s=2,5=0.9, 而 py, pz 跑 遍 200 以 内 的 素 
数 集合 ,或 跑 遍 50 以 内 的 非 竹 集合 (我 们 没有 用 到 pi ЖЖ 
MO ,我们 注意 到 对 任意 其 它 二 个 一 组 的 pi pe. 5, 做 法 是 类 做 
fry. Jti pump p ires A. 

ЖЕЛІ 5-2. GO ЧЛ GH 

{ри = р | < min[ pp, p> ? (5*4) 


in jÈ Ж T Рі» P2 使 得 р, < p2 < 200, H. 


Xp ME Z, 34252, x3222, 


(5:5) 
8- 1 ak 820.9, min[ pi, p: ] > 1015 


(4 11:77 个 解 如 第 5-5 节 表 工 中 所 列 ， 
(b) ЖЕН АА (5-40 ДЕ Эр, p. ІШІН 2<p, <р; 
-50 以 及 条 件 (5:5), 仅 有 74 ІШ 5-5 rp I 8091. 
BET, ПЧ, "delta" 74281 89 3: iG E 


[ph = pis] = min[ ph, ph j^. 


注意 在 定理 5.2 中 没有 要 求 (xj, x) = 1, 而 在 定理 5-2(b) + 
不 要 六 pis p; 是 索 数 .条 件 (5:5) 的 选择 使 得 (5.4) 满 足 8$= 0. 
9 及 min[ ph, pt] 的 很 多 解 不 需 太 多 的 努力 便 能 找到 . 
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”过 
dm 


A =x,‘ logp, = x; "ор |, X = max(x,, хэ). 


рї > 102, (8-62 


因为 这 容易 求 出 留 下 的 解 . КС logp,/logps 有 简单 连 分 数 是 于 


logpi/ logps = [Oran а, 


并 设 对 n=1,2,…, 收 人 级 于 Vw 46 ИГ Cx. x2) 1. UY 
证 明 хүш®х›. [К] qu X| < Хэ, 加 


А =x logp - xi logpy > X: [log ~ logp; | 


жык. 298 
= X * log 197: 
则 从 (5.3) 和 (5.6) 导 出 
p , 199 
0.0101::0.0101:Х € X: lon 197 < 人 


2%. 010) 75/2 < 0.0034. 
了 矛盾 .因此 x >x, [ДЫҢ X= ху. ПУКЕ 


DU m3. tX, (5-7) 
也 就 是 ,假定 不 然 , 则 2 73, 1X, iX Ulp ХКО. ДЈ Е: 
Хээр!!! «10777 E. i (5-3) (0 
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|x logri . 291 ур. d 2 
Srl == Л d eee I 7 (5*8): 
ІХ lgp;i logpo р! Х 


(57) АІ 


LN РГ 1221. 
ІХ ogps| dog2 3.1-X? 2-X*^ 


itd 3] BE 3-1, x47 X 收敛 十 logp;/logp?, KIII п/а. № 5: 
2 W AU) 046 TAT FL XS Xo < 1.97 x 10. H (3*7) f8 ks 
92.996, [КИҢ kc92. 11519 3-1 再 导出 : 若 (53) 成 立 , WY 


ала, | .logpz © 


аа др Шы» (5:9) 


ла, 1 logp; 


a 4 
арж 1 > pik а 291" 


(5:10) 
165533 АМ хэ, хо) = (чу, n) АГ A EE TT EE r ЕХЭЭР ЛЕ 
pi, p» КҮЙ A d HL P TF И АУ МЕН Ж logp;/logpo 精确 到 下 
оа, 1.97.7107 < qn( 见 2.5 节 关 于 计算 方法 的 全 
MS). 注意 到 ns 大 93. 我 们 对 (5:9) 检 验 所 有 收 敏 ,随后 又 对 (5. 
1 位 验 . 有 可 能 ,虽然 未 必 可 能 , 存在 一 个 收敛 满足 (5.9) 但 
对 (35:10) 人 失效 .我 们 仅 过 到 这 样 一 种 情形 ;pi = 15, p; = 23, W 
М. log15/log23 = [0,1,6,2,1,51, =], 因此 as = 51, r4 = 19, cy 
=22. 现 在 ,(5.9) 成 立 但 (5.10) 失 效 ,因为 


1522. 1. - (10923)/2^* -51.4--6-(1(51,53). 


在 此 情形 有 和 A -0.002714-: «0.002771 = 291.15 77,15 
此 (5.3) 成 立 . 但 Tog( 1522 lont Dy = 0.9008-- 7 8, [A] 
I C5* D) AMAL. ANA BRI Y (5:3) IECS 0 99. AT de ii 
(5-3) Jur AT WJ f dE if khi T (5 1) Pio, Ho EE VEIT ЖИЕ np nv, 
证 明 , 3x E JA AE. 

注 :1. 定 理 S-2(a) H FE 6-2 fun]. 

2. 定 理 5-2 证 明 中 的 计算 取 35 秒 . 


5:4 Med 
现 设 s>3. $ х, = ог, (х/у), і= 1,5, х, ABA X = maxi x 
| ,又 : 
Л- хуор. 
注意 到 (5.3) 属 于 (3:1) 型 .因此 由 定理 541, 我们 可 用 3-7 17 
所 述 的 方法 来 解 (5.3) ,我 们 以 s=6,1pl poi = 12,3. 5,7, 
11,131( 前 6 个 素数 ), 以 及 il vell 
-我 们 应 “manas o aye хв 一 应 用 特别 设计 如 下 . 设 


记号 如 3:7 1 | 
5|## 5-3 i X, 是 一 个 正 数 ,使 得 


(DN) Jaen? + (n- 1) 2: X, (5-11) 
则 (5.3) 没 有 满足 对 1-1, 2,5, 
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elr eie Xil 1 Чоррү хи KEX, (5-12) 


10172 
引 理 5.4 {Ri 


л>! (5-13) 


hti] 


1х, 1 €log[ r* C42/11A1 ~ S lind ]]/ (1 — 8)*logp; 
(5:14). 
注 :中 理 5.3 15-4 ЕЛИ 3-8 的 精确 ,其 差异 在 不 同 的 
x, 之 间 . 形 者 , 引 理 5.3 有 着 比 引 理 3-7 稍微 明 晶 的 条 件 和 结 


“ы 
ш 


ШЕШ (9121 5-3 #1 5-4) 仿照 引 理 3:7 13-8 A EH, 
利用 (5.2) 以 及 


р/51<<тах(х, y)=x<2- JA 1⁄2 
定理 5-5 КИЛ Heat 


0<х-у<Уу 


НИН х,уЄ8- (2544-4135 х,ЄМ,151,--,6|, (х,у) = 
1.45 605 个 解 .这 些 解 中 ,571 个 解 满足 
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огд(х"у)5-19, ordy(x* y) 12, оға (хеу) X, 


ord;(x*:y)m7, оға),(х7У):<5, eardat wevi © 
qj naa 个 解 列 在 第 55 СІ 

Е гога, (ху). l. 界 给 
这 一 选择 ,是 要 使 得 这 种 只 
算 时 间 上 得 到 适当 控制 .: 
这 里 复制 . 

ПЕНН H 5-2 rA em np, y= 4.38 1024. X 
< Хо. FET 3*7. Wilh dt УД 了 € его f. W: 
它 比 Xo 稍微 大 些 ), 并 到 r= 1 du GER 12 
(Ij ftt Гү, SPE сү | >9.40< Ши 
с. 1519 3:4, 


ung 

ШІМ 571 +W (qU A E M |, 
EZET RK 00 0) ru. (eil 
Adi yr 605 ІН ДІС, iie t 


1 
t 
1 
1 
ї 


JASEN PAN 
m (AE хүүлэл, 


iu 


(,)52: 52.09 40: I0" р.Б OU 


x t [4.65 9 5.12-X4 1.64: < LOU СЕ, 01 (51р: at 
Xi = XQ 成 立 . 由 引 理 5-3, ЫП Az y: 


X €log[ 102 -/2/6-1.35 < 103% |/ ! 
« 1350.4, 
МІН; Xs 1350. JEU JR C= 107.4 


iog? 


Е. 1350. 13 
Г, mfi ТЕЗІ ЯП 80 1e, 1 2 2.71 107 DIE CP) 4.79 - 
10$, È tL 149-1350 = 1.64 5104 A B| 5-3 导出 村 
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ЖЖ ісі1,--,6 
\х;| € log[ 10? - /2/6- 1350 1/1 -logp., 
iae f 


|x i187, 5x: 58118, |x| 5-80, 


х, | 5:66, 1х;1=54, 1х1=50. 


х 


io^, 11 (5:15), 105-13) 0 3, EH 3| HE 5-4 导出 


lx 15267, 1542, 131529, 


| xa | 53:24, | х | S19, 15218. 


Ha, HEE C= 107, r= 10". 我 们 应 用 引 理 5 4 如 下 . 


(5:15) 


a xb 


(5:16) 


П (5 ASAA! < 10^ 的 对 应 格 Гу 中 所 有 向 量 已 由 Fincke 
Al Pohst 运算 计算 出 来 , 参看 3-6 节 . 我 们 略 去 阐述 .我 们 发 
ЗИМУ (F ti: DAES SC REY f] he, (EL fb 47] AS At bY 61291711 28720117 
(5« 1) 所 有 的 解 满足 (5.16) .接着 , 取 C=108,r=104. 若 | 和 | > 


Sx 107, 3| 5-4 导出 


Ix41S:42, (127, 1x41 S18, 


Ізіз 15, х ЇЕ 2, із. 


(5:17) 


UH ma UE 143 Am ЕАД 65-16) 401113 x S x 10.0 2 


TAM 3 CA V) RS fire, ШЕ 
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(xin xp = (7, 5,3, -9,-3,8), A= 259674, 


(xi, °°, Xs) = ( 524 10,10, a - 6,4), A= 144817 


ЗОО P p] B tuii ДЇ (517) РАИС 1) Pr {ГУЙ AE (5-17). 
这 方面 ,选择 适当 的 参数 Cr 以 及 | 的 二 办 ,对 满足 重复 的 
程序 似乎 是 无 效 的 .但 (517) 的 界 小 得 容许 列举 ,这样 做 ,条 
们 便 找 到 结果 

TE: EH 5-2 fil 5-5 在 解 其 他 指数 入 项 立方 借方 面 得 划 
应 用 , 可 参见 Stroeker 和 Tijdeman[ 114], Alex[3], [4], Tide- 
man 和 Wang[ 120], #2 21147 10) М 44101 6:4 17. 

iE Гү, 的 简化 运算 取 113 秒 . Hore 1У1109 17-61) 
2.5 节 第 12 2 ЭЖ.(5:17)1131 11) 114248:423 228 ГР, jl 
小 的 运算 (计算 logp; 到 250 小 数位 ,计算 15 901 4254 Г, 
和 r, 中 的 短 向 量 ) 取 8 秒 . 因 此 总 数 用 349 fh. 


55 Ж 


138 


09598 `0 
(2829470 
Zy6L8 0 
6519470 


0658870 
8958870 
8680870 
65258 `0 
Е048+ 0 
91481 0 
8084970 
Р058Е `0 
Е6ССЕ 0 
РОТОР 0 


1966270 
91596970 
215690 
?699? 0 
bySLZZ 0 
54650870 
9068270 
C£88P 0 
P€SIZ'O 
0000070: 
өзәр 


15050 09260 61516 6 L 661 15660 62608 LSy06 6 А ¿ZI 
18020 45088 86986 € 8 68 68266 9S8E9 46456 € ни. 
66946 SLLZE VCTSE Z L 11 52961 01645 81986 T c s,m 
IF06ç 12622 62252 C 8 £8 8hzS8 96186 64152 Z tS z 
19199 0616 ТЕЕІ2 Z ZI 61 8%058 96186 64152 C IS c 
19066 12622 62257 © 8 £8 19199 06167 IEETZ C ZI 61 
69660 %19%9 fy059 T 1681 69801 61,666 19809 Т 81 1 
19420 16140 Є1611 I 6 Lb 2927 89066 6861 I os 2 
18029 429 ғ :pb 68 11688 LC9 L EI 
194С6 Z 181 89:26 SI c 
62667 T ELI 16462 € ТЕ 
6889 с E8 6589 € 61 
60zc C Ly 4612 € £l 
607 у T Lb 4810 L € 
4612 € ЕТ “giz L € 
65 с €t TIS 6 z 
196 2061 е» £ 4 
£rc S £ 92 8 2 
501 £ 6 821 ГА ГА 
II г и ва 4 Z 
га с и SZI £ 5 
ёс £ o£ i ç “< 
sc 2.5 uu Ё € 
6 DU AME ME НЕКЕ € € 
га zx zd ан Ix Id 


`((#)@`$ шөгсэч 171 AQLI. 


6646870 
1246870 
02168 `0 
РР8Е5 0 
1998870 
08548 `0 
08988 `0 
ЕТОЄ8 `0 
cCL98 `0 
0146870 


804680 
$8688 0 
8455870 
085680 
956870 
0906870 
89588 `0 
58468:0 
2998870 
65028 70 


95898820 | 
8928870 
2986870 
ЕРЕ6870 
ЕР48870 
654870 
epp 


67092 82686 89219 CHLEL 
SC90* 16199 86206 24216 
6?ЕІ6 10296 18616 46196 


16516 12166 268560 6926 
18816 £6098 11961, 96658 
10981 165561 61916 6612 
10885 102%2 12659 8681 
17900 SETBL 59966 1611 
18916 09298 41656 208 

19467 58826 84299 LBL 


ІРРВР 29141 60626 OSS 
ТӨРІ? 90066 64911 116 
《85L9 Р9661 96960 HOS 
12112 18ТЄР ТЎТТЕ 867 
ТОРТ? 90066 S£9TI TIS 
12112 ІВТЕР 19116 867 
60268 PLOLE 09966 OSE 
67061 55960 28:88 РАТ 
Е1649 ©8049 85118 85 

ТЕ06? v81L0 05898 St 


67278 TELET 89119 12 
66619 16229 99866 ZI 
62850 45916 05002 ZT 
19196 80609 РТР89 11 
61986 89290 66916 TI 
61986 89290 66916 TI 


ча 


£91 


89T 


td 


г9р90 28687 62946 98LEL 
26260 161584 rl88r Є689Е 
00998 20/14 26966 2196 
808562 47589 60216 £CC6 
ЕЕ646 61866 I6SIP 0598 
80621 09806 1661 CLvC 
6У919 (1469 08468 2281 
91699 8909? 05126 2511 
12198 80845 89900 664. 
102198 802845 89900 664 


10098 26807 98575 855 
14456 26698 2047 SOS 
144.66 266798 2047? SOS 
ILLEG 26698 20199 SOS 
ЄЗЄ&9 99661 96960 FOS 
88819 99661 96960 FOS 
19069 95026 82918 ЕСЕ 
ETHOS 96411 29116 LLI 
52906 ESLLb 99909 65 
19124 56986 21,696 St 


ТСЕ0С 02699 29916 TC 
62850 15916 05002 CT 
52181. 05568 26026 II 
52184. 05568 26026 11 
ІРІРЕ :80609:51969 11 
EPITEL 65815 68866 11 


ца 


99 2 
59 c 
i" Е 
€9 c 
LI ‘CE 
H ¿P 
01 49 
09 c 
tl 6T 
?LT 6I 
4 4 
£t TI 
LT II 
Е.Н 
ЕТ Ес 
єт ez 
а 62 
Il Le 
үс 6 
9I II 
а ж 
H 62 
€ s 
€ 5 
6 19 
61 L 


9016870 
0906870 
1646870 
6049870 
9266870 
6069870 
16519870 


2096870 
6166870 
8409870 
5546870 
0666870 
6668870 
8848870 
IP6r9`0 
04820 
82868 0 


8966870 
08980 
0266870 
0086870 
0648870 
8696870 
+8788 0 
0664870 
0086870 
9166870 


19506 ¿¿Z€6 GUSET 9268L 16271 64967 ST 
18966 69568 ¿PZS¿L 69866 68620 28240 S 
t6SPS 65/26 v098€ 68/96 16811 STEED 
15506 ELYBE 5666? <866< 66026 LES 
19508 64115 68511 5085TL 19689 EZI 
11628 98L1€ 91291 94191 10552 Z 

66120 84166 16616 ?6/ТР ЕТ866 T 


上 ZL96 49686 10089 L99St 26866 
66120 82166 ТЄб/$ POLIT Е18Е6 
16522 88819 64816 10254, PIPET 
ІРЕСІ 15608 ТЕТӘЕ EESTE 89/86 
69:45 1501$ 58756 LL88€ 81126 
48640 90600 96229 29909 08512 
Е605С 56109 81E9F tOPZS S8TFI 
12560 ЕОРТС 90595 Е0ғ06 69Р2 

ЕСІР? BHTET 61589 S£rZ¿ 0662 

10866 ҒР0/5 56978 96<8Ұ LLE 


сез с 


19120 
10866 
6r9S0 
TOOFT 


88555 16861 42262 646 
PFOLS 50978 96686 LLE 
EPSLL POLEE 08948 66 
<8149 ЕЕ056 44929 19 
LTELL 16850 21904 66609 rS 
1266 96106 16201 60160 6 
66419 50406 11898:51768 f 
11641 66:66 55189 86086 € 
18869 POOLS LITET 86616 T 
10015 РОСТІ 96212 29801 1 


zep 


91 
91 
SI 
SI 
(4! 
LI 
II 


65 
lI 
Il 
РТ 
сс 
II 
IL 
а 
ol 
01 


1550 16666 92612 96629 92082 66206 ST 
Р0612 82189 86509 41621 600vC 09040 S 
88920 91668 PLOOL HIIHTI LOOES 28669 
ЕР965 56/88 1002? 09690 ТЕОРР 485 
РССРС 16687 42086 58266 00864. ЕСІ 
67269 8/808 52269 06209 66662 C 

£TL96 19686 10089 /995? ©Є8Єб Т 


91886 C$6L9 90968 ЕТТЕТ 8Zr€6 I 
91886 26629 90Р68 ELIET 82866 I 
ТРСРЕ 22969 91/ЛС FIGII SLEET T 
19811 4Р601 19208 SLITE 16986 
20916 89216 (1618 65450 66126 
LPLUT 69941, 66610 Є9666 96612 
It3Lt ?5768 (1988 98809 (65291 
ELPPO 22660 SHELO 62579 0292 
£8006 56261 IIVET 6CC66 TOET 
19120 88855 TI6y6T 22262 OLE 


89560 41914 56298 16681 LLE 
89560 LI9TL 56298 16681 LLE 
TOELT t06Z6 64596 260”? F6 
1968 98660 8961" 01926 19 
66658 12087 8LLS8 98608 rS 
52951 68186 19945 ССЕТЕ 6 
18986 19249 62906 86216 + 
ӨРВРІ ECCCC 668€L 95966 € 
9<8<с 82566 41506 (9166 С 
60с6< Е2151 61686 81760 T 


8c 
201 
66 
а 
06 
0t 


-ES 


t8 
r8 
91 
vc 
6c 
15 
а 
Ic 
6t 
FI 


SL 
SL 
£L 
9I 
LI 
oe 
а 
01 
89 


(44 


ма ме е 
- (0) 


em мі 9 m ci сї сї 
一 0 


a ein 
— и 
= 


1 
на 


ix 


а 


72067870 94478 698tt FELLY * IT 92 92629 00888 51959 € 9 
2658850 19199 06168 ЕКІСІ TI 61 87258 96186 64152 © iet 
986£8'0 00000 0000< TIES 6 OS SLEGS Е8905 61986 1 £1 ©} 
2666870 бРРР9 26868 LSTES 1 0i ЕЕ 2069 I£PII 89126 1 пош 
52968:0 94192 Р1ВЄ1 €89SI 1 21-81 %2927 89066 685711 os c 
6625870 19100 IELtO 61611: 6 Lb 2977 89066 68611 1 бб x 
60689870 1ғ860 C t €Z 966611 L 9 
2940670: Є$90$ £ ¿€ 52906 p. Si 
6622670 босс с ¿r Lo £ €I 
P610t'0 6022 с LP L8IC L € 
1966270: (611 € €L 4812 à. f 
fS1If 0  scoc Z sr 8802 її g 
0408h O Ф941 с Cb 8041 € u 
1096 `0 IESI £ и 9601 t 9 
(009870 0001 € 01 tzor or c 
91896870 625 с € 716 上 € 
21668970 196 с 61 ЕРЕ £ L 
t699t'0 ЄС 95 € 952 8 € 
9L80t'0 Scc с St 91 £ 9 
tySLZZ 0 STI € өп fi. ë 
646070 ТЕТ г и SI ; Ё. Z 
906870 TZI г и са £ € 
0000t'0 9 209 с 5. Ж 
2688%70 LT £ € “€ ОРЖ. 
*£SIC'O sc tow. € € 
00000 6 ы. Ç 6-8 € š 

eap ча zx “d ца Ж Ix Id 


“((4)2:6 uiexooq L) II ә[де, 


142 


1074870 
1246870 


0685870 
fIy68 0 
ZL868 0 
6619870 
0146870 
9106870 
6455870 
8046870 
8455870 
Lords `0 


5258870 
1698870 
9598870 
9408870 
619/870 
5648870 
57888 0 
0691870 
9598870 
9606870 


29868 0 
9664870 
FST68°0 


$6068'0 


wap 


00000 00000 00529 
42908 106198 86206 


18266 00785 00256 
8t*9L* 61,6РС СРІТІ 
18266 00985 00250 
ЕдЕСІ 08806 12651 
1946? 58816 8/99 
ІСІР8 82845 89900 
19467 58816 81299 
ТРР8Р 29111 60626 
88629 bp9501 98960 
ТӨРӨТ 16ELL LECLT 


00000 00000 522959 
SL89b OELEL 516Ғ< 
11892 (6159 01215 
11892 (6169 OTCPS 
91691 (0891 PLOCF 
94595 09684 PEVCS 
6PC€h9 CEIEC 89119 
12602 Ocert 29816 
6tcP8 TELET 88119 
00000 00000 02811. 


62860 45946 05007 
16650 6СЕ08 1506 
10916 16809 08017 


. 00000 00000 00900 i 


[4 


атаа 
TSTLE 


с859 
2059 
2859 
(2440 
484 


ЕР 


-r 


01 


01 


OL 


tr 


0€ 


4 we 
16660 61809 ICPCC 69S£r T 
CETEO LOT PL rlSSr £689€ 


5906 82146 SESOF 8959 
50906 82126 6680? 8959 
8ғ947 6L6*C THITI 2069 
94596 LEOTE 18261 1872 


12198 82845 89900 662 
91820 96506 22061. 68L 
91820 98606 22061 68L 
LOOPS С680ғ 98685 855 
ILLEG 26698 ZOLfy SOS 
РСССІ 81655 60895 SSI 


SL89t 06261 SI6rS 96 
94108 91999 56827 56 
15106 09106 68681 IS 
10166 68605 PSTEO 05 
65046 22986 86260 TF 
89669 68104 64800 9Ғ 
95811. tOF90 56966 ІС 
96844 Е0ғ90 56966 Ic 
ІСЕ0С ОСЕРҒ 29816 IZ 
PROTS P60SR оЕРТО 81 


50184 05568 26020 11 
00000 00060 09000 01 
21811 %49ғ6 06662 8 
15951 FOOLS FCLLI t 


ца 


st 


Cd — ocn on) 9 vi v 6 — 
— C) сї 4 — n — — ч 


+ 
чу 


PETER” 
OSTRE 
92868” 
88068” 


91548” 
16648” 
£0698 ` 
COT68' 
06668” 
(34:12:34 
92168: 
12018" 
89668” 
56988 ` 


89898” 
02668: 
28898" 
06188” 
666487 


86968 


98978” 
00868” 


6Р990 80281 18090 86PCL SEEEG 6SZSZ 
00000 00000 00000 0081 69864 1/1 
10256 82267 96985 tECTE 86619 ILI 
00000 00000 00000 0081 69864 ILI 


89LCL EbETL (ОРОСТ 56815 С8986 TT 
PrLLO THSET 66596 650956 OSCFR 01 
11628 98:16 РАСТ 1401 10552 C 
Е(496 49686 10089 ¿99Sr 26866 1 
59645 15015 48960 LL88€ 81126 
18096 6LL88 SSC9t 10288 64/61 
66988 OLUTS 18156 49С9р ТЕСЕ 
6614» 89261 С1589 SEPTL 0667. 
19120 88566 16761 LCC6C OLE 
19060 92921 СІР6І бРЄСЄ 881 


POTBE РЕ//9 98686 52600 061 
69950 CPSLL 99466 08918 Еб 
1968? 98660 8951? 01926 19 
LCELL 16850 21904. 06609 rS 
96510 80856 869/8 59062 ІР 
12662 96106 16201 60152 6 
00000 00000 00089 88014 9 


“18969 v66LS LITET 86616 С 


сс 


OF 


OF 


SLEGS ЄЄР69 


1988F ЄСРОР 62891 16525 
94185 98201 66225 8ғ/.66 20106 ILI 
91185 98201 65228 87466 20106 ТЕТ 
10266 8ЕСӨС PE98S РЕЕТЕ 86619 121 


N 


FFS0C 20885 09186 988С6 95856 TT 
15206 81802 21688 CEP6S 02968: OT 
6269 84808 «2269 0620? 66662 С 
91886 25629 90868 ELIE] 82866 Т 
10945 89226 (1618 56160 GOTTE 
646ЕС 16866 16099 65961 #8/61 
52906 84805 96/00 Єг962 STEE 
88006 56254. 19062 62666 С6Е2 
89550 41914 56298 16681 LLE 
9824 80858 LPTEG 59868 881 


00000 00000 00000 00240 161 
ZOELT 90626 61596 ZELPE v6 
91246 Р<18ғ ӘР?ІС СР60ғ 19 
66668 12087 84/58 98608 rS 
52969 (866 JETTI SyS685 IF 
42961 SBLPS 1996 CCETE 6 
10260 00952 £6766 GPLZL 9 
9S8SZ 82566 41506 (9166 C 


app 


ша 


па 


Table IL. (Theorem 5.5) 
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SRB S- 整 数 方程 x+y=z 


6.1 导言 


设 S 是 由 固定 有 限 集 jp, s pl PIR 数组 成 的 所 有 uz 
整数 集合 , 其 中 s 之 3. 本 章 致力 于 丢 番 图 方程 


x+y=z | (6.1) 


其 中 xy, zES. 不 失 一 般 性 , 可 设 x, y, z 是 不 同 素数 .对 任意 
a€S, 我们 定义 . | 


т(а)- maxord, (а). 


Mahler[ 73 1] 已 证 明 (6. 品 仅 有 有 限 多 个 解 ,但 他 的 证 明 是 无 效 
的 .有 效 的 说 法 , 即 :关于 (6.1) 的 解 x, yz 的 m(x'y'z) 的 有 
效 可 计算 上 界 可 以 由 Coates[ 32], [33] Al Sprindzuk[ 108 ] 的 
结果 导出 , 因为 (6. 1) 可 简化 成 有 限 多 个 Thue / Bú. ШП] 5 
考 Shorey 和 Tijdeman[ 107] 第 一 章 . 

在 6.2 节 我 们 导出 一 个 显示 上 界 .6.3 WEH P p-adic 
通 近 格 的 详 述 ,6.4 和 6.5 Tag to rau dix cpi. do. 
4 节 我 们 给 出 (6;1) 在 一 维 情形 s= 3 的 一 种 解法 .这 种 解法 
AE pk 3.10 节 中 给 出 的 简化 程序 ,我 们 也 结合 用 与 4.8 1725 
似 的 p- adic 和 实 的 逼近 技术 , 但 我 们 现在 可 将 实际 进行 的 
实 简化 步 又 简单 地 归于 第 五 章 的 结果 .作为 一 个 例子 ,我 们 求 
出 稍微 一 般 的 方程 x*+y= wz 的 全 部 解 , 其 中 х,у,» 752,3, 
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S (Wak, 62, |м1:1000000, (м, 2) = 1. 

在 6.5 节 , 给 出 解 (6.1) 在 多 维 情形 ө>4 的 一 个 程序 , 它 
建立 于 3.11 节 所 述 的 简化 程序 上 .我 们 作出 例子 {pi,…, ре! 
-12,3.5,7, 11, 131, 并 实际 确定 其 全 部 解 .这 推广 了 Alex 
[2 的 结果 , Alex 用 初等 观点 对 1p， oe. pal 1123, 5,7 fr 
形 给 出 (6.1) 的 完满 解答 .也 参见 Rumsey 和 Posner[ 100 ] LJ 
及 Brenner ЖІ Foster[23]. £i 6.6 15, 我 们 用 与 FEl. DAX 
的 Oesterlé = Masser 8 42 Xt AA" abe" — 猜想 的 注释 作为 结 
qi Ak l, IERIE. 站 的 方法 导出 了 发 现 有 关 abd - 猜想 
(140840) CY Iw: dude. AE 0.7 节 给 出 表格 . 


8.2 LR 

AEWA. D fli + FE. AE 2.6 上 ( 参 
X рэн 1411). 注意 de Weger[136] 使 用 的 结果 代替 了 Van 
der Poorten[ 98]( 也 看 de Wegerf 136] 的 修改 ). 

我 们 引入 一 些 记号 .假定 pj X < p, а, EWE aby; 
(p-as, = s RDR. S 


t= [2.5/3], p= ll pi q= maxqi, 
C, (2, O% a, ШІҢІН 2.6, WA n=. 


Uc 1) *а! 0 FSR Уй! (q = 1) * log? (1* q) * max 
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m ECs ewer ph , x "m 
(ep U MED ogp.) “Пов(4-Іовр,) 十 8.1 ds 

Cy=U/6+t, C=Uog4， 

V; = max(1, logp;), i-s- t Ltd's, a= П Va 

C, 5255826. 1+4. а log(e- V.. 1), | 

C, = max[7.4, [Ci *log(p/pi) t С; l/logpi 1. 

Cs = [C5*log( p/pi) + Cy-log(e* V.) +0.3271/logp. 

C, = max[ Cs, (C, *log(p/pi) + log2)/logpi |, 

Сс, =2+[(% + C,*logC, 1, 

Св = max[ p, log[2* (p/ pi)  ]/logp,, C; t C, -logn C; |. 


现在 我 们 阐明 主要 结果 . 
定理 6.1 (6.1) 的 解 满足 m(x- yz) Cs. 
МЕНЕ 若 我 们 考虑 (6.1) 的 等 价 方程 


xty=z (6.2) 


则 我 们 可 假定 xy ESA СЖЗ Ри 75 ро: 
比如 .首先 假定 m(x-y)<p,, W 


pr? <7<2+max(x, y) <2: (р/р; 2%, 
因此 
m(x*y*z) <max[p.,log[2-(p/pi)".]/logpi |< Cs. 


其 次 假定 m(x-y) Sp, H. m(z)2>2 . 311 p= p. 
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m(z) = ord,(z) = ord,[ £ Fr. -11 = ord, (log, 7. )]. 


4 x/y= Пр. BM) m(x:y) = max | ху 1. 我 们 对 п= 6, Bo = B, = 


B =B= ae y) 应 用 引 理 2. pr 因为 m(x* y) 
“Sp, B 0222, RNA 


W = max[log(1 + SB. logB, logp] = logB. 
注意 对 p= 2, Ci(p,n) 取 最 大 值 .我 们 得 
m(z) < C) -logm(x:y) + С. (6.3) 
4 m(z)<2, 则 (6.3) 显 然 正 确 . 若 (6.2) 中 正 号 成 立 , 则 
(р/р,)"'® Zz» max(x, y) >p”. 
由 (6.3) 及 C3>0, 则 导出 
m(x«y) € C,* logm(x*y) + Су. (6.4) 


其 次 假定 (6.2) 中 取 负 号 . 则 对 此 情形 , 我们 应 用 引 理 2.4 Ж 
证 明 (6.4), 如 下 述 .假定 (6.4) 是 廖 误 的 , WI 


Г |+ oa lof c ofp yen 
x 


= max(x,y) ^ кш y) рс logm(x* y) + е 


其 值 比 方 小 , 由 C, 和 C, 的 规定 .因此 
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pf p, уукту +t, 


Ilog 3-1 < 2-g2) 1 T- - 11 < dog? pues 


p 


另 一 方面 , 引 理 2.4 导出 
ЇР x| >exp[ – Сз: Clogm(x* y) rlog(e: V )) 1. 
I Ї 

因此 得 


m(x y)*logp, <log(2*log2) + (Ci*logm(x*y) + С) logt p/p; ) 
+ Cz- (logm(x*y) | log(e* V.)) 
x (рр, )  (C;*logm(x*y) + Се). 


KERRE. 4) RE E DR ЖН ЖОН. E ilii (6. 4) rr E 
都 成 立 . 现 在 ,由 C,» e, 21 2.1 AE mGc y) € CL 11 (06:53) 
则 导出 m(x*y:z) < C. 

例 de =, {рә pz Ps? = 12,3, 51, WI Ca < 3.98 107 
# s-26,1p,, 7. pel = 12,3,5,7, 11, 130, WO < 5.60 x 107 


6.3 p-adic BH 
同 定理 6.1 CEE WY RE e EI IB Сб. 2ER. 1) р 
E py. ps Е ER ПІШІН phy. AIA J 


新 命名 如 po. +, Pea» Ш ord, Clog (po) TS Ei unus 
一 2, 令 (参看 3.11 37) 


Л 50 


j= -log, (plog, (ры) = È Swa p's 


Нара € 10,1, 5, p- 11.0, RE 3. 11 PAY 0',. 那么 ,由 ` 
3.11 节 明 显 看 出 如 何 定义 关于 p € No й p- adic НІК Ty. 


A 
7 


则 引 理 3.13 导出 . 


下 CA 


шыға 


= 16,26, NEM пов, I pi] |, p 


其 中 pw = ord, ор, (po) ). fE 3. 13 节 我 们 研究 集 


WEIT PEL MET T ША tli Ep utn : 

Ede v, 的 一 个 子 格 .在 引 理 3.17 我 们 说 明了 如 何 从 的 基 
ЗОН Гү 的 基 . 实 际 上 这 很 容易 ,特别 当 pst, "TT 
FE po 使 得 不 仅 ord, logy (po) ) Ji R IMA, ifii El. po 也 是 一 个 原 
I (modp) . 展 么 ,使 用 引 理 3. 17 的 符号 (满足 b, ЖАН ЖТ 
ЛЖ), HEF C= py (modp), Wk (bo) = 1 这 导出 :对 于 1= 1， 
5,8-2,6 =b. b; 2[0, 1, 0,691", RDA 
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н) 4. 
pipe QE (тод p'*'). 


Ж р==р (тоа p), 则 导出 


УГ =a; + OM; + Su, (той(р 1)/2),1= 1, 5,8-2, 
Yo =(p-1)/2. | 
由 引 理 3. 14 (8 Е с =0,c =1) 导 出 : 若 | 
Ту» У(в-1) Х, (6.5) 
则 (6.2) 没 有 满足 
pn dea) 
E 


6.4 在 一 维 情形 降低 上 界 


在 3.10 节 我 们 已 叙述 怎样 能 降低 (6. 1) 在 情形 s=3 IN 
解 的 上 界 .本 节 将 此 方法 应 用 于 下 面 的 问题 . 

定理 6.2 ЖЕНЕ 
i I EL | xty=w°:z i ET 
е ар ер вра ну 0 3,009.55), 


(5,2,3), X4, Xi, u€ No, w € Z, | м | <10°, phw, Xf p = 2 16 $i 
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291 个 解 ,对 p=3 恰 有 412 PRE, X p=5 169 570 ARR. Wi 
E и<2 的 全 部 解 在 第 6.7 节 表 1 中 列 出 .u 委 2 时 的 解 满足 : 
Xf р= 2, Х<14, Х,<9; 1 p=3, X9x:23, X4 <10, 而 对 p= 5, 
855525, X, <15. | 

注 : (6.7) WE u 委 2 的 全 部 解 容易 求 出 .图 表 在 第 6.7 
节 中 示 出 . 

证 明 1 X= max ord,(x*y:z).6.2 节 末 尾 的 例 表 明 在 | 
w| =1 的 情形 ,我 们 有 X «3.98 x 107. WEEE 6.1 不 难 检 
验 对 (6.7) 的 解 也 有 X< Xo =3.98 x100 RE. S 


x/y 7 pie * pi, 07 — log,(p; )/log, (po) . 


注意 0 是 p-adic 整 数 .定义 格 P. Гү 5806.3 Ў, ee, 由 


“ыр 9L] 
к= ы]. = |, 


Ж.А] р=2,3, 8 Г -Г, ПАЙ p-5,D; 的 基 是 
br =b; -Y'b, by 2b 


其 中 , 若 gm 是 奇数 时 ,7= 0, 当 0 是 偶数 时 ,y=1. 运 用 3.10 
节 中 给 出 的 运算 ,图 表 3, 我 们 可 计算 WE TEC lal 
= «T; ) 的 意义 下 是 简化 .这 样 ,连同 在 内 ,如 下 表 . 


p Po Prt po и 7 Іші > ux w lwols [YIS 
2 3 5/2 143 —  2.68x10?! 144 105-2" 114 78 
3 2 5|1 9 - 22x10! 9% 103" 182 78 
s 2 


311 65 Q0 5.28 x 1022 65 106.565 189 119 
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vt 的 值 可 在 第 6.7 Me ШӨБІ. Re O9 dL b, TE (1A РН 
ЕШ Г, 的 简化 基 ( 基 于 p 记 法 ): ， 


fo 


r 10 00000 00100 10001 10110 01110 01101 3 
0001 11101 00101 00100 11100 01111 11010 00011 | 
Е = 1 00010 00110 01060 01011 01110 00010 | 


loori 00001 10101 00110 10011 00111 00101 10101 2 
: 10 11011 10000 01011 01101 11000 001113 


11001 [0100 11011 00000 11111 ТӨГІП 10110 00001 | 
10 01110 11101 10131 11000 00100 10101 

| 

-00111 00001 10101 00110 10011 00111 00101 10101 


- 102 01121 02221 00210 12120 20020 22222 10212 zu) 


ын 00122 21108 11102 22102 20001 11222 02212 21011 
В 10 12210 12111 01102 02010 12112 12210 21122 21011 2 


-2 22021 11012401000 12021 00211 12221 22121 21220 12122 


= 211 32230 21042 22023 30141 33034 21420 Y 


- 22104 43102 43111 03114 30134 мэн 
| 340 34003 02404 12120 03412 22030 32211 | 


-414 20001 42202 42210 34043 20120 00442; 


НІ, 80113351 E grid di | сү | 的 干 界 .这 些 下 界 全 部 比 Y2: 
3.98 X10 大 .因此 (6.5) 对 X= Xo 55, ІШІН (6.6) НӨ! 
Spt po -1, M | wl У ш ЕЗЖЕ ak BULLE RITA Үд | 
Yi 的 新 上 界 如 下 . 若 在 (6.7) 中 到 负 号 ,假定 min(x, у) > 
wl? ,我 们 推出 | 


Ix yl = wl за СМ < min y)". 


[К] Ж W > 10°", НЕ FES 2 (a), A Hak x y: < min(x, у)" 
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没有 满足 min(x, y) >W 的 解 .因此 min(x, y) SW, Ми 
max(x, y) &min(x, y) + |w| *z<<w1%% + W. 


若 在 (6.7) 中 取 正 号 , 则 此 不 等 式 立即 可 导出 .因此 上 表 给 出 


ГҮ, :logp;<logmax(x, y) &log( W19/? +W) 


导出 .我 们 重复 此 程序 ,连同 p 在 内 列 下 表 . 


рін y dg» EN ис — De Mis 
2| 16 - 167.7 161.3 17 106:2” 3 БЕСТЕ 
з [їз =, 535.8 257.4 13 10° +319 49 21 
517 1 276.1 267.3 7 -10* «57 49 31 


WAE, 数字 小 得 能 用 手工 完成 计算 ,例如 ,对 p=5, 格 IT7 由 


ШІ . [0 
ы = | did Ы = ММ! 
后 成 .而 一 个 简化 基 是 


205 [е 
a7 1205】 % log Г 


我 们 找 出 如 上 表 给 出 的 关于 u 和 W 的 上 界 .在 所 有 三 种 情形 
F, W!0/5 <10". [RE min(x, y) >105 ,我们 推断 出 


Ix-yl=|wlex<w< 105° °<min(x, y)*?. 
由 定理 5.2(a) 看 出 , 不 等 式 |x- y| < min(x， у)®°{Я pi 
fW (x, y) = (295,579), (295, 35%). 然而 ,此 两 解 都 使 |x — y| > 
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1015599 所 以 我 们 推出 min(x, y) 108, HA тах(х, у) = 
105 + W, 得 到 上 面 给 出 的 关于 | Yol, | Y | WJ JE. ix He JX fb 
足以 使 剩 下 的 情形 容许 列举 . 

注 : 计 算 机 对 上 述 证 明 的 计算 小 于 CS. 


6.5 在 多维 情 形 降 低 上 界 

在 3.11 节 已 叙述 怎样 来 降低 (6. DE 23 IN ety |. 
在 本 节 , 将 应 用 此 方法 于 下 面 问题 . 

定理 6.3 丢 番 图 方程 


x+ v=z, . (6.8) 


х,у,265- 125135 | xi € N, i= 1,5,6}, (х, у) = |, x=x y, 
ЖЖ 545 个 解 .其 中 ,514 个 解 满足 


ord;(x:y:z)&12,  ordi(x-y:z) <7, 
ords(x*y*z)<5, | ord;(x*y:z) <4, 


ordi (x:y*z) 53, ог (x* y*2) <3, 


剩 下 的 31 个 解 在 第 6.7 节 表 开 中 给 出 . 

注 : 由 定理 6.3 容易 计算 (6.8) 所 有 545 TEL. 

证 明 从 6.2 节 末 尾 的 例 我 们 已 看 到 (хул) < X, = 
5.60x102. 用 6.3 节 的 记号 ,我 们 选择 下 面 参数 ， 
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p | Po Pi P2 рз Ps Po p Yo Yi Yi Ys 7з 
2 E 5 + H D 2 ws - — — — — 
312 5 7 1 13 1 385 - - - - - 
зіл 3 y 1° 1 os B Q 1 1 1 
713 2 5 1113 12053 0 -1-1 0 
1112 3 5 7 13 1 165 5 2 0 -i -i 
1312 3 5 7 lH 1 165 6 -2 -1 -2 3 


我 们 用 13 一 运算 对 i= 1,2,3,4 计算 OM MA MAGEE Ш 
中 给 出 ) 以 及 六 个 格 TI; 的 简化 基 . 由 此 得 到 (DP; 2839 FP ЛУШ 
T. 他 们 都 比 Y5.5.60 x 102 大 (注意 这 里 有 很 大 的 幅度 , 我 
AIR p 的 值 很 可 能 大 约 比 20% 更 小 ) .这 样 我 们 对 X, = Xo = 
5.60x10” 应 用 引 理 3.14. 对 每 个 р, 我们 因此 得 огд,(:) <и 
bp- l. НҒ х, yz 置换 之 下 (6.2) 是 不 变 式 ,我 们 甚至 有 
ord, (x*y*z) p + po 一 1, 如 下 表 所 示 . 


| 


a (Tz 2219 1/4> ога, (x* y*z) Ç 
2 4.70x105 606 N 
3 1.15 x 10% 385 
5 6.27 x 10? 275 
7 3.17 x 105 220 
11 5.74 x 10" 165 
13 1.73 x 10% 165 


因此 , m(x* yz) 5606. 
我 们 对 X, = 606 X p MMR ЖЕ 6 TA Гү 
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的 简化 基 之 后 我 们 找到 下 面 数据 .注意 在 所 有 情形 部 有 
(г; ) > V5:606. 


рін Y Yr Y Ys Ye ly )> ord, (х y*z) 
2|6 - - - - - 199 6 | 
31431 = = — - 2304. 42 
5| 0200141 347 30 
1124 3 -1 0-1 -i 2391 24 
11116 5 0 -2 2 -1 1443 18 
13118 6 0 1 1 -2 319% 18 


因此 m(x.y*z) 委 67. 其 次 对 Xo=67 Rp HME, | 
表 . 我 们 发 现 - 


рін Y Y 7: Y: Ye «г; )> ord, (хау: дэ 
215 = = = = = — 341 3o 
ӘТБ == х= = - 301 35 
5125 2-1 1 1 9 622 25 
7.20 3 -1 1 -1 0 693 20 
11|15 5 -1-22 2 192 15 
13115 6 -1 0 3 -2 658 15 


因此 m(x*y'z) 魏 56. 

为 了 求 出 (6.2) 在 上 表 给 出 ord,(x: yz) 的 界 之 下 的 解 ， 
我 们 导出 下 面 程序 .假定 我 们 此 刻 感 兴趣 于 找 出 满足 ога, (х: 
y'z) 三 f(p) 的 解 ,其 中 f(p) 对 p=2,3,…,13 是 给 定 的 .选取 p 
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№ p XI) — po, 并 考虑 对 这 些 p, p 值 的 格 Ti . 若 (6.2) 的 满 
EF ord,(z) p+ po 的 解 x,y,z 存 在 , 则 对 i= 0,…,4, 满 足 
х= ord, (x/y) 的 向 量 [xi, xx xo)” 在 格 中 . 其 长 度 被 
JP Cp) * 7 + P (pO REL 中 长 度 在 这 个 界 之 下 的 所 有 
向 量 可 用 3.6 节 中 给 出 的 Fincke 和 Pohst 运算 来 求 出 . 则 (6.… 
2) 对 应 于 格 点 的 所 有 解 可 挑选 出 来 . 然后 用 pt po 1 mas f 
(р), 并 对 重新 选择 的 p,p 重复 这 过 程 . 

我 们 完成 这 个 程序 , 始 于 上 表 对 f(p) 给 出 的 关于 ord,(x: 
y"z) 的 界 ,以 及 第 6.7 WRN HS p, m( 其 中 非 位 于 (5.2) 的 解数 
由 其 阶 求 出 ). 结 束 于 得 到 1(2) -4,Кр) 41,р-3,--, 13. 39] 
下 的 解 用 手 算 可 求 出 . 

ЇЕ 1. 定 理 6.2 和 6.3 已 应 用 于 群 论 (参考 Alex[21). 我 
们 在 7.2 节 中 用 定理 6.3. 

2. 计 算 机 计算 对 定理 6.3 的 证 明 取 436 秒 .其 中 412 $5 
用 于 第 一 简化 步骤 .在 这 第 一 步 台中 ,我 们 在 11 步 中 应 用 1 
-运算 ( 见 3.5 节 ), 每 格 花 费 了 约 平均 60 秒 . 剩 下 的 50 $53: 
要 用 于 24 个 oO wits. 


6.6 关于 abc- 猜想 的 例 
设 х,у,2 是 正 整 数 . 令 


对 所 有 满足 (x,y)=1 且 x+y=z 的 x,y,z, 定 义 
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с(х,у,2) = logz/logG 


Tijdeman[119] 将 它 称 为 Masser — 比率 .1987 年 , Oesterlé[ 88] 
提出 了 决定 是 否 存 在 一 个 绝对 常数 C 使 得 对 所 有 x, yz 部 有 
c(x, y, 2) < C É fn] Ї. Masser[77] 猜 想 一 个 强 的 结论 : 当 z 赵 
过 菜 个 对 所 有 >0 仅 依赖 于 e 的 界 时 ,有 с(х,у,2)<1 +e. 
有 关 的 结果 和 猜想 的 综述 , 可 参见 Stewart 和 Tijdeman 
[111], Vojta[ 128], Tüdeman[ 119]. 目前 关于 abc — 猜想 的 最 
好 结果 是 由 Stewert 和 于 坤 瑞 [112] 得 到 的 , 他 们 证 明了 :在 
在 可 有 效 计 算 的 绝对 常数 C, Cy, 可 使 


logz < ©; G3 * C,/loglogG | 


对 以 经 验 为 依据 的 关于 c(x,y,z) 方 面 的 某 些 结果 以 及 搜寻 
般 的 х,у, 是 令 人 感 兴趣 的 .由 前 节 已 明显 看 出 , 这样 的 x, 
у, 2 对 应 于 适当 的 p- adic 逼近 格 中 相对 地 短 向 量 . 

作为 证 明定 理 5.5 和 6.3 的 附带 结果 , 我们 计算 (x, у, 
z) 的 值 , 在 完成 Fincke 和 Pohst 的 运算 中 我 们 发 现 相应 的 许 
多 短 向 量 .我 们 发 现 满足 (x,y,z) >1.4 的 例子 列 在 下 面 .我 
们 的 寻找 是 相当 无 系统 的 , 因此, 我们 不 能 保证 列 出 的 在 任何 
意义 下 是 完整 的 . 


ох y 2 с(х,у.2) 
TE 3252 £2—235 1.62599 
1 2:37 51-7 1.56789 
75 am 2!!-29 1.54708 
52.7937 7" 218-47-37 1.49762 
117 37-13 27-8! 1.48887 
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х y 2 c(x, y. z) 


37 72500 703845 1.48291 
27.52 76-41 13° 1.46192 
1 25.3.5? $ 1.45567 
2'9. 13-103 7! 3594117 1.45261 
! 2125 35.72.43 1.44331 
1 24.37.547 58.7: 1.43900 
21557 » 577 35413 1.43501 
3 5? e 1.42657 
5 gn 27.173 1.41268 


满足 (x,y,z) 之 1.4 的 两 个 另外 的 例子 已 知 为 : 
х-1,у-3<5-47%,2- 21879, c(x, y z) = 1.44965, 
这 由 G. Frey A BU, 另外， 
x=2, y= 109-3!", z= 23°, c(x, y, z) = 1.62991 


是 由 E. Reyssat 发 现 的 .注意 这 两 个 例子 在 两 个 位 置 显 示 大 
素数 . 

这 些 结 果 对 abe — 猜想 的 正确 或 不 正确 似乎 得 不 到 任何 
启发 的 迹象 . 


6.7 表 
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Table 1: (Theorem 0.2.) 


p=2,p = 3,pi= 5 


хо poo хі pii sign u w 
E ^ 9 10 9765625 -1 4 = 610351 
10 59049 10 9765625 -1 4 — 606661 
4 81 12 244140625 -1 9 — 476837 
6 729 10 9765625 -1 5 - 305153 
2 9 8 390625 -1 3 - 48827 
6 729 8 390625 -1 3 – 48737 
10 59049 8 390625 -1 3 - 41447 
14 4782969 10 9765625 -1 7 - 38927 
4 81 8 390625 -1 4 24409 

0 1 8 390625 -1 5 - 12207 

8 6561 8 390625 -1 6 - 0001 

0 17-46 15625 -1 3 -1953 

4 81 6 15625 -1 3 - 1943 

8 6561 6 15625 -1 3 -1133 

6 729 6 15625 -1 4 - 931 

2 9 4 625 ex. 3 = 77 

Я 9 6 15625 = 1 8 -01 

0 1 4 625 -1 4 - 39 

4 81 4 025 -1 5 -17 

1 2 25 -1 3 -3 

2 9 2 25 -1 4 -1 

1 3 1 5 1 3 1 

1 3 3 125 1 7 1 

2 9 0 1 -1 3 1 

3 27 1 5 1 5 | 

4 81 0 1 -1 4 5 

4 81 2 25 -1 3 7 

6 729 2 25 -1 0 11 

6 729 4 625 -1 3 13 

3 27 3 125 1 3 19 

5 243 3 125 1 4 23 

5 243 1 5 | 3 31 

7 2187 5 3125 1 6 83 

6 729 0 1-1 3 91 
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z 


A = 2000-1202 e <J 


ро 


2187 


177147 
27 
6501 
2187 
6561 

3 

243 
19083 
0501 
29049 
243 
19083 
19683 
59049 
531441 


2 

19683 
1594323 
59049 
59049 
531441 
27 
2187 
177147 
27 


177147 
177147 
531441 
531441 
531441 
177147 
1594323 
2187 


4782969 


1594323 


15943234 


sign 


Io 

_ 

23 
'л 一 'л 


A 
“л 


421212121219 59 12 


„ы 
ua л A 


„ы 
a > 
t2 (2 t2 
uA CA CA CA CA CA fh 


78125 
78125 
78125 
625 

l 
390625 
78125 
78125 
3125 
1953125 


125 
78125 

i 

15625 
25 
1953125 
125 
1952125 
23 


өлі 


w 
137 
173 
197 
205 
289 
371 
391: 
421 
619 
817 
1357 
2449 
2461 
2851 
3689 
4147 


4883 
6113 
5533 
7303 
7381 
8801 
9769 
10039 
11267 
15259 


32159 
31909 
33215 
04477 
66427 
66571 
99653 
122207 
149467 
199291 


199081 
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= ON we t2 sry 


— 


po Xi рі sign 

3 9 1953125 1 

243 9 1953125 1 

19683 9 1953125 1 

4782969 6 15625 -1 

1594323 9 1953125 1 

14348907 -5 3125 1 
p=3,po=2,p1=5 

ро ох pi sign 

4782969 8 390625 24 

4782969 4 625 ш 

4782969 0 1 е 

43046721 0 1 „= 1 

19683 11 48828125 1 

14348907 1 5 1 

16384 10 9765625 ~] 

512 9 1953125 =} 

16 8 390625 =i 

4096 6 15625 -1 

128 5 3125 = 

4 4 625 =] 

2 2 25 1 

32 1 5 e 

64 3 125 1 

2048 4 625 l 

512 0 1 1 

1024 2 25 =й 

8 6 15625 1 

32768 3 125 =1 

16384 4! 5 1 

131072 7 78125 -1 

65536 5 3125 1 

256 7 78125 1 

524288 2 25 1 

262144 0 1 =1 

8388608 1 5 -1 

8192 8 390625 l 


лы ыы алы VW) & D 


ш & Q UO ш ЭГ 


244141 
244171 
246601 
297959 
443431 

448501 


w 


S49043 
597793 
597871 


672605 
763247 
896807 
- 120361 
= 72319 


2903 
6473 
9709 


11507 
"du 


рї! sign 


2097152 


Xg ро х u 
^ 22 141943044 — & 3090625 84-775 
10 1024 — 11 48828125 1 7 
18 262144 9 1953125 I 4 
20 1048576 4 625 -1 3 
0 1 9 1953125 1 3 
21 2097152 6 15625 1 3 
5 3 10 9765625 1 3 
24 16777216 3 125 1 3 
23 8388608 10 9765625 1 3 
22:26 67108864 7 78125 1 4 
p-75,po72,pi73 

Xo р» Xi pi sign u 
12 4096 16 43046721 -1 3 
5 32 15 14348907 -1 3 
7 128 1 3 =i 3 
6 64 8 6561 1 3 
14 16384 2 9 -1 3 
13 892 9 19683 1 3 
20 1048576 10 59049 1 3 
21 3 27 -1 3 


15653 
22327 
27349 
38813. 
72338 
78251 
361691 
621383 


672379 
829469 
м 

- 344341 
-114791 
1 

25 

131 

223 
8861 
16777 
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Table JV. 


nr. р п ДЕ 
^ 13 dd - 
2 3 28 = 
3 5 20 - 
4 7 16 ын 
5 11 12 = 
6 13 12 = 
7 2 33 = 
8 3 2t = 
9 S 15 - 
10 7 12 - 
11 11 9 = 
12 3 9 = 
13 5 21 = 
14 3 14 = 
15 5 10 = 
16 7 8 - 
17, 11 6 ~ 
18 13 6 = 
19 2 21 ез 
20 2 20 = 
21 2 19 = 
22 2 18 = 
23 2 17 
24 2 16 = 
25 2 15 ад 
26 2 14 = 
27 2 13 1 
28 2 12 2 
29 2 u 2 
30 3 13 = 
31 3 12 = 
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36 
37 


43 


то тә 


12 [02 


t2 


to 


> ` Wi 


ч — M 


n 


2 


(612 
121 
<0021 
et 
бРРОС 
8914 
ТРӘРІ 
00001 
$8601 
(06 


52961 
0002 
96621 
6? 
£66£ 
5291 
Р85Е 
6108 
5692 
6? 


PT8S 
Bide 
9661 
18 
9t 
ЕЗГІ 
511 
ESITI 
548 
(Orc 


x 


о 9 о 0 о 0 0 0 0 I! ит гете 0 v 1961441 0471441 16 
6801 Uv L 0 0 b 0 S 0 £ 0 0 0 0 0 089686 ЕРРЄЅ8 
0 0 0 € O0 I t $9 0 0,5-6! 0 0-2 0 0 0-0 000952 64855 
c 0 0 0 0 0 0 S 0 0 0 O 0.0 t 1 0 0 OSUELT 160191 
0 0 ç 0 cC 0 ò z 07.0 I г о 0 0 0 0 692151 052151 
Ü 0-% 6 000 0 0 0 “7 6 34 t 6 0 0 0 0 699111 002/6 
то 0 0 8 O0 6.0.0 4 9 ð 0 0 1 0 о 01 6058 ScI8L 
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StS PHAR S 单位 的 和 是 平方 数 问题 


71 FE 
Ш pooo ps(s 宇 1) 是 不 同 素数 ,S 是 没有 不 同 于 р, 的 素 
关子 的 正 有 理 数 集 合 .一 个 有 理 数 称 为 一 个 S- 单位 , BHR 
对 值 是 S 中 元 素 的 一 个 商 . 因 此 S- 单 位 集合 是 
| tpf:e]pR[x;€Z,i-1,-,sl. 
我 们 研究 委 番 图 方程 
x+y= 2, 


x y 是 S 一 单位 ,zEQ, 这 里 素数 py. p, 的 集合 是 给 定 的 . 
我 们 表明 如 何 运 用 p- adic 对 数 线性 型 理论 以 及 计算 的 p — 
adic 委 番 图 逼近 方法 来 求 出 这 方程 的 全 部 解 .对 {pl,， pd = 
i2,3,5, 7| 完 整地 解 方程 ,我们 实际 完成 所 有 必要 的 计算 .这 
种 类 型 的 方程 已 应 用 于 计算 的 代数 几何 (看 Setzer [ 105 ], 
Pinch[95]). 

我 们 从 去 掉 分 母 开 始 . 设 x,y,z 是 一 组 解 .存在 一 个 d€ 
S, f (&1d-xl, ld-yl € S. & а= 4,- B, ЖФ di, d, € S В d, dE 
平方 数 . 则 


4,:4"х ка, у= (di*d*z)?, 


RH x + y= 2 РАНИ, RADE |а, 4 х|, 14,:4:у1Є5 
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CZ H d,:d;:z€ Z. ^A — RP, HEAT AVM ATE FE 


k Ғу-? 1 uj) 
其 中 
үе 本 y€ S, z€ Z. 
C x= y, z>0 (7:2) 
(21222 
我 们 将 证 明 下 面 结果 . 


定理 7.f Ёр, …,p, 给 定 .存在 一 个 有 效 可 计算 常数 
C. 仅 依赖 于 pooo p., 使 得 方程 (7.1) 连 同 条 件 (7.2) 的 任意 
解 满足 max(x, |y|,z) <С. 

这 理 7.2 |р, epl = 12,3,5,71. 满 足 条 件 (7.2) 的 
方程 (7*1) 恰 有 388 个 解 在 第 7.9 节 表 工 给 出 . 

注 :1. 我 们 强调 本 章 的 目的 不 仅 是 证 明 这 些 定 理 , 而且 也 
表明 对 任意 给 定 的 素数 集 | pl, pel, 类 似 于 定理 7.2 的 结 
果 可 沿 着 相同 的 路 线 证 明 , 其 计算 方法 或 更 多 或 更 少 . 

2. 方 程 (7*1) 连 同 条 件 (7*2) 可 看 作 是 一 般 Ramanujan - 
Nagell 方程 


х24 k= phere et ° (73) 


的 进一步 推广 (看 第 四 章 ), 即 用 任 取 的 |ki ES 代表 固定 的 k 
EZ. 本 章 解 (7.1) 的 方法 也 是 第 四 章 中 解 (7.3) 的 方法 的 -… 
种 推广 . ; 

方程 (7.1) 可 变换 成 若干 Pell - 型 方程 . 设 
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x=D:u, 


Жен D, u € S, D 非 平方 数 .D 只 有 2 多 种 可 能 = RETOS 
IEF 有 限 多 个 方程 ， 


g-pu-y Oo (745 


ft u€S, +56 5,262 WE 2>0 HG y) 9 1. RAES 
程 (7.4) 采 用 将 其 两 边 在 域 K=Q(CVD) 中 分 解困 子 的 方法 . 
当 论 及 方程 (7.4) 时 我 们 容许 z 和 u 是 负数 . 


7.2 D=1 的 情形 
首先 我 们 考虑 D=1 的 特殊 情形 . 则 (7 OST 


(аиту) 


[а п=у,' 


И. у= уру, уЄ5, Еу; C 5, у, > 1yz1. 作 减法 计算 导出 
2ч=ур—у; (T$) 


现在 ,所 有 变量 u уз, yz( 除 去 符号 ) 都 属于 5, 因而 在 Z 中 .由 
(и, уу) =(u,yz)=1, 方 程 (7.5) 形 如 at+tb=c 或 2.a+2.b=2 
"с, KH a b.e 仅 由 素数 2, p, …, ps AM, Н(а,Ь)-1,а>Ь 
>0. 第 六 章 已 示范 解 方程 a+b= et 作为 一 般 例子 jp p] 
= ij2,3,5,7|1 ,我 们 有 下 面 结果 

818 7-3 lps pl = 12,3,5,71. 满 足 条 件 (7.:2) 及 
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D= 1 的 方程 (7.1) 恰 有 95 个 解 在 第 7.9 节 表 1 中 满足 D=1 
部 分 给 出 . 
证 明 由 定理 6.3 导出 ,a+b=c, 满 足 a、b、cE€S, (a,b) 
= 1, a 之 b, 16148 63 个 解 . 这些 解 容易 计算 .每 个 解 对 (7.:5) 
发 生 三 种 可 能 : 
Ж 2|а,Й (и, yi эз) = (Za, b, c), (b, 2c, 2a), (с,2а,- 
2b); | 
若 2|b, 则 (u yy, уз) = (а, 2b, 2с), ( Lb, c a), (е, 2а, ` 
2b); 
Ж 2|c, W(u, yi у) = (a, 2b, 2с), (b, 2c, 2а), Gre a, — 
b); 
由 此 得 到 189 种 可 能 , 95 个 满足 xy 和 z>0 EK I шы Da 


部 分 给 出 , 除 此 之 外 , 其 余 不 满足 ， 
这 就 完成 D=1 的 情形 的 论述 . 


73 ”对 于 一 般 递归 


从 现在 起 , 设 D>1. 令 K=Q(YD), 设 o:K->K Æ K WH 
Е, 满足 c(CVD)= -VD. 对 KK 中 任意 数 或 理想 义 ,为 方便 起 
TL, 我 们 将 o(X) 写 成 X'. 对 i=1,…,s, 设 hp 是 K PKB 
(848 ord, (9) 90.2 р, 在 O 中 分 裂 ,这 正好 定义 为 若 对 VD 
(mod p) 的 两 种 可 能 已 得 到 选择 .对 (7.4) 的 解 z, u, y BE 


'x=z+u yD 
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则 y=x x, H(uy) =1,4 
min[ord,,(u), ога, (у) ] = 0 (7:6) 


(7-4) S EB TH E 


((x) = її ы 

: Ж (7-7) 

сэ = Lp tea 

其 中 Ais b; € Ny, Н?Н hy = 时， b; =0. 我 们 和 需要 下 面 辅助 引 理 . 
引 理 7.4 Æ ECK HX RŽ р,ога„(Ё) = ord, (£^), 

ДІ) 


ord,(€)<ord,(- £”) 
此 外 , 若 p=2 Н D=1(mod 8), 81 
ord; (£) Sord)((& — &')/2), 
# p-2 B D=2,3(mod 4), Ж! 


ord (8) ord, ((& - &')/2 VD) + 2. 


证 明 这 是 不 难 的 练习 , 留 给 读者 . 

我 们 对 素数 p, 在 K 中 分 解 因子 照例 区 别 三 种 情况 :分 
型, 分 歧 或 仍 是 素数 .看 Borevich 和 Shafarevich [21], $5 Ш. 
8... j 

>p 仍 是 К 中 素数 . 则 pi+D, H% p; = 2 BF, Ж О==5(тоа 
8) .我 们 有 (pi) ==, 又 由 ога, (х) = ord, (x ) 及 引 理 7.4， 
得 
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- 


оға, (у) -2-ога,(х)%2-оға, (х- x’) 
=2=ord. (2 tu" D, 


运用 (7.6) 导 出 . 

车 рэ©2,‚ M ог4, (у) =2.ai=0， f 

Ж pi = 2, W огФ(у)-2-а,-0,2, XÆ а = 1, W оға, (u) 
=0. j 


一 pi 在 K 中 分 歧 . 若 pi 关 2, 则 p. | D, WF p,=2, W| D=2, 
3(mod 4). #179 (р) 9 A, = A АЖ ord, (х) = ога, (x) = 
ЛЕ: 7-4, 我 们 发 现 | 


оға, (у) = 2-04. (x) & 1 + 2 4, ((х-х2/2:40) 
= 1+2 ога. (и). 
由 (7.6) 得 
ordbi(y) =a,=0.1, H. а = 1 П, ога, (и) =0. 


эр 在 K 中 分 裂 , 则 p ^D, B :5 pi 三 2 HF, D=1( mod 8). 
RMA (p) = Ath м. ЖІП, ога, (s) = 1, ога, (4) = 0. 
因此 оға, (х) — ai, ord,,(x’) = bi. # a; = bi, WM | 


ога, (у) =2:-ord,(x)<2-ord,((x - x 2/2) 
—2*ord,(u). 
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由 (7.6) 得 
ord, (y) = a; =; = 0. 

Ж ab, W ord, (у) = a; + b; 2 0, ог, (u) = 0, H (7:6), 
在 此 情形 我 们 导出 

ord, (у) =a; + biZ21 + 2: тіп(а, b) 2 1 * 2*ord (x - x^) 

—]-*2-ord,,(2). 

随 之 有 

4 p,722, W ога, (у) = max(ai Б), min(a;, b;) = 0, 

Жірі-2, Д] оға, (y) = max(ai, b) + 1, min(a;, bi) = 1. 
Тер-2, W by = тіп(а, by), 其余 情形 , 设 bo = 0( #: min 


(а, bi) = 1 1024 цэ, I RAE, 因此 仅 当 p;=2 时 分 裂 ). 让 我 
们 假定 p, :…, ps。 的 分 裂 素 数 是 р, …, po 其 中 0<1%<5. $ 


17 lil1<i<t,a,>bil, = 


1= piit, a; <b; . 
对 i=1,…t, 设 hi 是 使 小 是 一 个 素 理想 的 最 小 正 整 数 , 比如 
说 
p= (mi). 
# h Эх K 的 类 数 , Wl] h.|h. 现在, € K 是 该 由 用 单位 来 乘 
的 乘法 运算 所 决定 了 的 .因此 我 们 可 选择 x 使 得 
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үңү жет; 


Ix € Im |, EI. 
对 i= 1,…,t, 令 
| a; — bil сн it di, 


ЖЕ c dE N, оа - 1. 26 HERI RE 
= by . d, . (9, ^. | à 
а= (2): Ци" Ци" U Ah. 


由 上 面 考虑 导出 , 对 于 给 定 k, pi, …, ps, 关于 a 仅 存在 有 限 多 
种 可 能 . 由 (7.7) 导 出 


(хута" Қозы КЕЗ )% 


(Bi, Ж p; 关 2, Jil] | a; — b;| = max(a;, bi), 因此 min(a; b) = 0; Ж 
=2 Bb =1; W |a; — b| = max(a;, bi) 一 1). 因 此 ,a ht-- 4 
主 理想 , 比如 说 ,对 任意 aE оү, | 


а= (a) 


直至 用 单位 来 乘 ,对 仅 存 在 有 限 多 种 可 能 . 设 e 是 的 基本 
单位 ,满足 e>1. 现 在 , (7: эин 
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[x= z+ u VD= хас" Їл lix 
ie! ІІ 


5 


ix. a= u VD= xa є": [Ix $* [x 
{е1 ЄР 


其 中 nbEZ. 设 对 于 nEZ, п, ,miENo, 以 及 对 于 a 的 每 种 
可 能 | 


Саба, my, =, m.) 


= "d e 1 дз, Ax аш zmt “Ha me an 


H,(n, my, … mi) 


= “Пт xm “Hama Se ame Д я. 
则 (7.8) 等 价 于 


ES u-Gn,c,:7,0) : ТЕ 
| +2=H,(n, су, `, с) 


IAG, 和 在 假定 全 部 可 变 但 一 个 固定 的 意义 下 是 一 般 弟 
ІҢ, 则 他 们 变 成 整 双 递归 序列 . 


7.4 对 于 对 数 线性 型 


对 i 二 1,…,s, 我们 记 u = ога, (и). Е а, 


181 


Iy = 111551558, ога, (G,(n, mj, ,mo))>0 至 少 对 一 个 
(nmi ,mo)EZxNo' KEI. 


注意 因为 (u y) = 1,К Ж 1,1, ТЭВВ ХИ). АТАР Л Bë 
组 (7.9) 的 第 一 个 方程 . 写 出 足够 详细 的 代 之 


JU XE, I, T Iu 依赖 于 о, a 依赖 于 我 们 预先 假定 的 方程 (74) 
的 特殊 解 .然而 , 我们 知道 a 属于 一 有 限 集 , 可 显然 易 见 地 计 
算 . 因 此 ,如 果 对 此 集 的 每 个 a 我 们 能 完全 地 解 (7.10), 则 我 
们 可 求 出 (7.9) 的 全 部 解 ,从 而 (7.1) 也 然 . 

a 的 集 可 简化 , 不 失 一 般 性 , 如 下 述 . 若 D=1 ( mod), 00 
bo=0,1 分 别 对 a= оө,25 发 生 . 我 们 仅 需 考虑 2-5,4 54 
u=uo,z=2 是 (7.9) 关 于 oa=o 的 解 , 则 u=2.uo,z=2:.z 是 
(7.9) 关 于 a=2*o 的 解 .因此 若 «=2+ 已 经 被 考虑 ,就 不 必 
要 再 考虑 a= m%. 同 样 道理 , 2 0-55(тод 8) , 则 满足 = ay 使 
ІҢ ord; (ag) =0 也 可 对 a=2:o 发 生 , 因 此 我 们 仅 需 考虑 后 
者 .注意 现在 可 出 现 (u, у) =2. 条 件 (u,y)=1 仅 用 于 保证 [u 
和 IUTI' 是 分 裂 . 这 对 上 述 情 形 满足 (u, у) =2 也 仍 是 正确 的 . 
ЕТТ, (ао) (ао) Е од 成 立 , 则 我 们 仅 需 考虑 成 对 的 oo, 
ав 中 的 一 个 a. 即 是 说 ,车 I,T 对 ow 的 附属 物 是 To,Io , PU I, U 
对 oo 的 附属 物 是 fo 16, 因此 
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Ga’, (n, П11, 777, m.) 


Ч ТАШ dis ee Цас 


í n, с, =n, п.с, “с. 
TE Wei B P 16 


= + Сш 7n,m;,''', m,). 


E 


=+ 


(运用 ere = +1), KWL 


H, (п, ті, т) = + Н, ( -n,m,,'**,m,). 


现在 我 们 由 方程 (7.40) 导 出 р- adic 对 数 线 性 型 , 对 应 
РЄТ ГЭ ly, 分 三 种 不 同形 式 . 令 


# p= 2,0 п = 3 E р =3, W n=l, 

Ж p25, W r, = i | 
那么 m> LV(Cpi-1), 因 此 若 对 EEK, ога, (Е)2>ғ, W 

ordp; (logp.(1 + €) ) = ога, (2). (7:11) 

现在 ,我 们 有 下 面 结 果 . 

引 理 7.5 Ма,еС ІШІ), u(i€ ly) (7:10). 

(i) 对 iE Ij iZ 

À =ord,(2 VD/a'), 


А logs, ($) + n*logy ($) + Жо log, 2) -5 


jEr 
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т; 
“ор, C7 
«logs (29) 


若 ut Az, 
Uy + A; = ord,;( A D . 


(ii) WH € I, i 


k'u=ord,,(—), 
К; = log,,, ( : 29 + п 10р, (е) -2 4 5 * log,, (Pi) + 
PN log,,( pt 2197 logo; Cni) 
4i h;*c; T kr, 则 
hi…ci Р k; = ога, (к). 
(ü) HEr, it 
k'; 7 ord (5), 


к; 一 гүм log,; (p) + 


= lo, 
gy; 5 Б 
Жос logy; C) 十 2487 logs (x pee 


a Һ; “с; 十 k zr fjti 


h;*c; +k’; тоға, (К). 


注 :注意 上 面 所 有 p-adic 对 数 是 适当 定义 的 ,因为 其 自 
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adt p = adic 次 数 零 .这 出 事实 导出 : In. ЖІ I fe op, H. 
4 D=1 (mod 8) 来 自选 择 a= 2:00. 

ШЕН. Rt (1), (7-10) BH ВК. AT (ii), (7-10) BIL 
BRIE DILE 1. 对 (if),(7.10) 被 其 第 一 项 除 并 加 上 - 1. 则 
在 所 有 三 种 情形 到 p; — adic 次 数 ,并 应 用 (7:11). 

出 现在 引 再 75 中 的 对 数 线性 型 似乎 是 非 齐 次 的 , 因为 
首 项 系数 是 1 .然而 ,将 其 首 项 合并 到 其 他 项 可 变 次 齐 次 的 . 
ИК aS. 1 | | | 


h” = Icm(z, b. yh. 


注意 由 a 的 定义 
a = x e [Lah Цан ЇЇ -ph-2^ 75, (7:12) 
е ie r i-ttl 


这 儿 指 数 n; 对 Oxziscs 是 整数 .这 导出 


ЗАТТАН ТЕЗГЕ 
а © єт T i€l T 


则 得 
» : [3 * 7; 
A; —n'*log,(7) + 22e *log( 7) - 
Е jel dart 
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i€ 


ж т; 
Хе “юв, ( >) 
e 


Ё 


注意 D 的 素 因 子 正好 是 分 歧 素 数 .由 (7'12)， 


g he = Noe n. d i Ч ЖАГЫ кем) 
© 5 эв ны Ця Шр 2 , 
Жер yah” ad. (ADVE Z, = ttd; ЖЖ 2 HS лд 
2 Pi 


=1, 其 余 情 形 yo =0.4 pl=2 分 裂 ,我 们 已 假定 bo=1. 因 此 
最 后 的 因子 变 成 零 .这 样 , 设 


Қ -h "KR = Қаш -h'«u-(n-v); 


lý =lyU lilt+ 15:53, у,201. 


则 导出 


K? =n‘ ойд (Є)- У uj *log,,(p;) + Y *logy (x ;) + 
ist ) 
Же "об, | 
K';.-n'-log,(e) - Хи “ог, (р) + еу Clogs (m) + 
i€ ly 1 


%; cj ° ов, (т) 3 


jer 


这 导出 引 理 7.5 的 如 下 改进 . 
引 理 7.6 设 nc 对 iEIUIT,u 对 iErIu, 是 (7.10) 的 
E M À ko К"; 如 引 理 7:8; 又 设 h’ з A; ,K; , Ki, n; Tw 3 
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87.14 WE. 
(1) W i€ Ij. 25 4, + AZ, W 
uj +A; ог, (h* ) тоға, (Л). 
(ii) RIELE heat kr, ШІ 
hi*c; + k; + ord,,Ch* ) = ord, (к). 
(ш) WET. A hire tk аг, WU 
hi'a +k’; + ord,,(h* ) тоға, (КҮ). 


TE :我们 将 研究 对 变量 n ,cr ус 的 任意 整数 值 的 对 数 
ЖЕЛІЛІК .注意 参数 a 已 从 这 些 线性 型 完全 消失 . 
这 意味 着 我 们 必须 对 每 一 个 D 而 不 是 每 个 a 来 考虑 对 数 线 
性 型 . 


7.5 解 的 上 界 : 概 述 


首先 ,我 们 对 于 应 用 bp- adic 对 数 线 性 型 理论 求 出 出 现 
在 线性 型 中 变量 Ar ,К КТ 的 显示 上 界 ,给 出 一 个 综合 解 
释 . 然 后 ,对 于 为 什么 选择 这 样 的 方式 来 应 用 理论 , 而 不 采用 
其 他 可 能 方式 ,说 明 我 们 的 理由 .在 下 节 , 我们 再 充分 阐述 上 
界 的 由 来 .其 结果 是 用 "常数 "Ci, …, Cis 来 表示 , 我 们 说 的 常 
数 , 意 指 这 些 数 只 依赖 于 (7.10) 的 参数 而 不 依赖 于 未 知 数 n, 
Cis Щщ. 


设 
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M= тах (c), U= max(uj), B= max(M, U, inl), 
Неше i€ hy, 
M” = max (c ),U' = max(u; ), В“ =max(M*,U*, [n* 1), 
ier ет, : 


Ns max([ngl lnh аам In ~ vul), 
由 此 导出 ,对 X=m,U,B, 有 


X'xh': 


gm. UN (7-13) 


我 们 应 用 引 理 2*6 于 p-adic 对 数 线性 型 .考虑 到 引 理 7-6 
G), XA; 我 们 发 现 
.П<С%С6,“Іое(В”), (7:14) 
ARH 7-6(5), Gi) EKZ KY 我 们 发 现 
M«C, + C,-log(B* ). (7:15) 


这 里 ,Ci, C2, C3, C, алына S UTAR BKE 
界 ,我 们 试图 找到 Co, Cu, 使 


B< Cio + Су юа (87). (7-16) 


考虑 到 (7.13), 我 们 随时 可 以 嵌入 或 删除 星 号 直至 不 指 
定常 数 .为 了 证 明 (7.16) 剩 下 部 分 , 考虑 到 (7.14) 和 (7.15)， 
XR |n| H logB 的 常数 倍 .我 们 要 引入 某 些 常数 Cs, Cy, С, 并 
区 别 三 种 情形 : 

(а) -(С6%С;: сн 

(b) n> Cs， 

(c) n< - (C; + C; M) (7:17) 
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在 情形 (a), IH C7 15) RT At, (7:16) BRR. YE TEE (b) 
Hile), С, 的 两 项 之 一 处 于 支配 地 位 .我 们 要 证 明 存 在 常数 
Сұ, Со 使 得 


|а| € С, +G: U. (7:18) 


ЖӘН (7-14) 88 (7:16). 

由 (7.16) 我 们 直接 导出 对 B 从 而 对 所 有 变量 复杂 的 显 

RER Ca .因为 常数 Ci …, Cy 将 很 大 ,从 而 Ciz 也 将 很 大 .为 
了 着 手 找 出 所 有 解 ,要 降低 这 个 上 界 , 我 们 应 用 3-11 节 所 述 
的 ,对 p-adic MAE A; KZ ,K? ,应 用 计算 的 p-adic 
丢 番 图 逼近 方法 .在 讨论 方法 中 起 决定 作用 的 是 常数 Cs,… 
Cy 5 C4, 5, Cy 比较 , 是 非常 小 的 .这 一 方法 导出 关于 线性 型 
p — adic 次 序 的 简化 上 界 . 然 后 我 们 可 以 用 明显 得 多 的 不 等 式 
EUH 14) 8007-15), 并 重复 上 面 的 讨论 , 以 找 出 较 之 (7， 
16) 明 显得 多 的 不 等 式 .一 般 我 们 期 待 采用 此 方法 可 能 在 一 个 
步骤 就 把 B 的 上 界 Ciz 降 低 到 简化 上 界 logCo 

在 进入 详 述 之 前 , 我 们 简 扼 解 释 一 下 用 实 的 (代替 p- 
adic 的 ) 对 数 线性 型 理论 , 随 之 用 实 的 计算 丢 番 图 通 近 方法 
(DL 3:7 节 ) 有 可 能 部 分 地 处 理 (7.10), 以 及 为 什么 我 们 宁可 
不 这 样 做 . 首先 ， 注意 到 К; 和 к” 一 般 比 Л, 有 更 多 项 ， 从 而 
处 理 起 来 更 复杂 .因为 K, K'; 仅 在 情形 (a) 出 现 ,这 是 最 困难 
的 情况 .方程 (7.10) 由 三 项 组 成 , 每 一 项 是 纯 指 数 , 即 其 底数 
固定 而 指数 是 可 变 的 . 若 这 三 项 中 的 一 项 实质 上 比 其 它 两 项 
小 (更 特别 地 , 对 固定 的 5E (0,1), HREM HRN èh), 
则 我 们 可 应 用 实 方法 .做 法 有 两 种 .(7.10) 写 成 
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- vy 20440. 


首先 假定 |x-x | <i x’ 1.9 Inl BI ЖЖ. 且 我 们 主要 的 
( 即 有 限 域 除外 ) 对 情形 (a) .遗憾 的 是 这 种 方法 能 包括 的 1ni 
的 范围 变 成 小 于 Моо (看 下 面 的 例 ) .第 二 ,假定 1xl> |x 
Ня х| «1x19. E 1] E ЭН ЭР СЪ) BR (с). (Bi #5 ВИ 
FH p- adic 的 更 容易 处 理 . 因为 这 里 我 们 用 线性 型 ,, 而 实 对 
数 线性 型 用 于 此 情形 一 般 将 有 更 多 的 项 .给 上 述 范围 绘 略 图， 


我 们 应 用 实 理论 ,将 不 包含 与 情形 (a) 对 应 的 整个 区 域 (看 图 
表 8 中 白色 的 区 域 ). 男 此 我 们 不 能 避免 使 用 p 一 adic 线性 型 
K; K';. 而 避免 使 用 实 线性 型 更 方便 . 

图 表 8. 


ШИН 


| її 
Шү 
ИШ 


让 我 们 举例 说 明 上 述 理 由 . 设 a=a = 1,6=1 +402, к = 1 
+2°{3,в=1,1= ll pi 7,7 @,8=-у, UA х= (1+ 42)" 
-(14-2-42)М 上面 给 出 图 表 9 H, (n, M) -平面 的 曲线 x = 
хаде |, dx МТТ, Et. Dx МТТ, $e lx, 
ИТА Б A, B, C, D 的 边界 .有 下 列 可 能 . 


кш | 情形 | 线性 型 中 的 项 数 
| 《基本 的 ) | р-айслй 实 方法 
“ТА | (b), fe) 2 - 73 
B x (b),(c) | 2 = 
C (a) 3 š 3 
D | (a) 3 2 


ЖЕП ЖОЕ С. 对 任意 c»1,8€ (0,1), ETRA Ixl 
<x<|x | — ix I х |+ Ix [S< x<c: |x |, 但 将 永 不 消 
失 . 故 存 情形 (a) 我 们 不 能 避免 p-adic 线性 型 , 则 其 一 起 引进 
Хи CHAD. 


7.6 ЖЕЕ: ER 

现在 我 们 着 手 于 前 节 中 步骤 概述 的 充分 详 述 . 

我 们 应 用 于 坤 瑞 的 引 理 ( 引 理 2.6) 如 下 ,我 们 有 L=K= 
aD), AE d=2. 对 于 a, RITA е/е,т/л) ЕЙ e, €, Pjs т), 
х. 我们 计算 这 些 数 的 高 . 立 有 


h(p;) = log(p), Æ р223,Һ(2)-1, 
h(e) =h(e") = + `log(e), 
h(x) =) =$ Чой шах(1, | л,1) * max(1, |x’,|)]. 


tmi, B= = 2 В = ту. WS В/В HY ABE ao= 1g: g 1, 101 
推断 


к =? “log[18.8 | .max(1， Fabs max(1, 


18.121 = loglmax( I ІВ 121. 


因此 


hŠ) = log(e) 


h( ZŁ) = logl шах lm 1, 1711. 


Qi 的 次 序 的 重要 性 基于 两 点 考虑 : 它 要 求 Vi 对 i= 1, шы а 1 
是 依次 递增 的 ,而 ord, (b, ) XE ord,(b;) 中 是 最 小 的 .因为 b; 是 
未 知 的 ,我 们 必须 假定 УСУ, < V, 1 .然而 在 最 后 的 界 
中 仅 出 现 积 Уул Va V1. 因 此 Vi 的 次 序 仅 是 定义 
V ;的 根据 .此 导出 了 我 们 可 取 | 


y= max[h(a;), f," (logp)/d], 


满足 -a 的 任意 次 序 , 若 我 们 定义 


192 


Vasa ment, Му, Va). 
进而 ,我 们 取 


B=Bo=B,=B'=max[ lbi l, =, 1,1,2, $ п*(р&/4- 1)]. 


则 log(1 + Š S Bh" (logp)/d. H BZ2 导出 143. B« B. Al 
mem. 


W —logB.: 


T Wi 55 / RABE. 28 — T Ж ар, сар 1. BRAT 
Eb 不 全 为 零 的 明显 条 件 , 则 上 面条 件 直 接 得 到 .第 二 个 是 
[K(al/2, a2): К] = q", 这 不 那么 明显 .对 我 们 的 情境 , 它 
从 下 面 引 理 导出 ， 应 用 于 坤 瑞 [143] 的 结果 可 以 避免 这 样 一 个 
条 件 . 然而 ,我 们 这 里 包括 此 引 理 , 以 说 明 常 常 可 能 证 明 这 个 
条 件 , 在 某 情形 , 它 可 导出 较 低 的 常数 . 

引 理 7.7 设 K=Q(CVD), 满 足 s 作 为 基本 单位 ,h 作为 
类 数 . 设 pl, pL 是 不 同 素数 ,又 设 hn 对 于 i=1,… `, s Ë K P, 
属于 上 列 р, 的 素 理想 . 设 h; E: h 的 约 数 使 得 jp 是 主 的 ,并 用 
x; 表示 生成 元 . 设 | 

(1) 所 有 Pi LE EZ 

саг aes bel 5 

(2) те € ,& = nj 或 m j= 1, UNS. 

设 q 是 一 个 奇 素数 , 不 整除 h. 
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[ROS 8/3): K] 5 q'**. 
证 明 9 Ko-K(8/0,K; =K; (6/9), i= 1, s. IT 
对 i 用 归纳 法 来 证 [K,:K]= qt! EELK: К] = а. REIK: 


K]=q*!. 要 证 [K+1:Ki] =q, 随 之 ,由 于 9q 是 之 数 , 便 足 以 证 
ЄК, ВЕСИ ЈЕ. К, 是 以 所 有 元 素 


тық = lg" 


XX. ! 维 天- 向 量 空间 , ЖН Қ;610,1,--,4- 11,770, 
tty 1. 由 此 导出 ， 存在 ak. K € K, 使 得 | 


m 
г 
м 


қ. кака RT TR Ку (7-:19) 


对 j=0,…,i, 由 6 生成 的 K BCH K — HR À RE ELH 


a (814) = 总 /ae= 0, ++, i, Éj. 


of Bt) = 127 


其 中 p 是 第 q 个 本 源 单位 根 .因此 ,对 5= 10,1, q 7 11, Bf 
有 嵌入 由 


Quen = Шо) 
给 出 .此 导出 
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Page Tho K) = Hop IL ete! 9] 


RE х К. 
== = Цаг к. тк қ = 0= Zo Y "TK, "KR 
і 


е ты 
„УЗЕ ДЕ р ич, 4c PHA FS] Ж ЁС. EER m; € 
ы а ТНВ Іс 0,1,--4-1,ЖЯ 


e (8) = g^i- l^. 
因此 


Cea) = prey. 


现在 应 用 w .到 (7:19). 则 对 每 一 个 tuple cos =, u), BT 


到 


Es m, is - ы Merk, 
од, 5% iU. Ў акык, Bi=oi i Tk 5, Ka 


这 里 有 含 q*1! 个 未 知 数 ak,….x 的 qi*! 个 线性 方程 的 方程 组 ， 
此 方 积 组 的 行列 式 恰 好 是 K 上 的 判别 式 K 的 平方 根 , 因此 


不 为 零 . 因 而 在 С” ”上 恰好 在 方程 组 的 一 个 解 -但 我 们 已 知 
Їй: 


акк, = 0), # (Ko, цах К,) 5 (шоу, mi), 
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后 一 个 方程 导出 K 上 的 方程 : 
Бола... ЕЗ, 


在 情形 (i), 由 此 导出 理想 方程 


hii шу h 
ЕЕ pm дч» ZIP 5, 
fied ға к jd 
而 在 情形 (ii), 对 某 分 理想 OERE) =- (0. f 


(其 中 Ah 代表 A 或 六 ) .因为 再 想 叭 -- pies 导出 对 j= РБ 
及 hi+1, 两 情形 都 有 а 整除 所 有 m'h. XR gth 2 Mí. 
#Ё:1. # ord, (ойт: o5 — 1) 1/(р-1), 8) 


ord, (af: e taba -1) = ord, (b, “log, (a; )*ed balog,,(a,) ) 


我 们 宁可 用 对 数 变形 来 做 , 因为 这 是 我 们 用 于 简化 上 界 的 一 
种 计算 方法 . 

2. 为 了 应 用 于 坤 瑞 的 引 理 ， 我 们 可 取 关 于 q 的 最 小 奇 素 
数 使 其 不 整除 h*p* (ps 一 1). 

现在 我 们 继续 计算 常数 C, 和 С. 为 了 找 C, MC, 我们 
”对 所 有 iE I, 应 用 引 理 2.6 T A . 则 我 们 对 每 个 这 样 的 i, 找 
到 常数 Cl, С, 使 得 在 条 件 
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uy XO, B^ Smala, T Үсен 
L KORP g ERAT PIRO, ЖИП ЕН 

ord, CA; ) € C; t C, іа”. 
ІН ЗІНІ 7-6(1) A 2& гта, = e, "ога, 并 假定 


Uzzmax(r; - A, B 2max[2, $ ° tie (pk -1)], 


i€ ly 
(7:20) 
我 们 看 出 ,足以 取 
C, = max[ – (А + ord, (h" ) + С/е, 


C шах(С,/6,0: | 


17:14) 52. 

其 次 ,为 得 到 C, ЖІ Cs 我 们 分 别 对 所 有 iEI 及 工 应 用 引 
I 2-6 F Ky Ку. RH XO 824 i € I PIR X ifii ie 
ГЭМ X". 5138 2-6, 存在 常数 Cs. ll ide ;使 得 在 条 件 


һа, Қ Ос, B^ Zmax[2, 5-56» » 42-191. 
Jud t 也 表示 K: үй 的 项 数 ) 之 下 ын 
оға, (К! Ээ? )« ior + С, „вв“ . 


义 由 5 引 理 7.6(ii), (ii) 导 出 ,在 条 件 
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ге ri — қ” ж o 4 { 72 
25 шэн 22 max[2, acti (pw 1) 1 
(7:21) 
之 下 ,足以 取 
B pm rep) | C. i | 
C3 = max a h; А hi*&. , 


则 (7.15) 成 立 . 
我 们 取 Cs 和 C, 如 下 .: 


Cs =log(2-| -|)/2-loge, 


С = log(2* 2 |)/2*1орє, 


i 7; ` т 
С = ов! 7! + Slog! | /2*1одє. 


注意 Cs 或 Cç 可 以 是 负 的 , 但 总 有 — © < Cs, 进而, С, 总 是 严 
格 正 的 ,除非 I= 了 = 多. 下 面 说 明 如 何 取 Cs 主 Cs. 首先 假定 
| п> тах(С;,0). 


那么 ,由 eve’ = +1 ЖИ ж. 引用 (7.8) 得 
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这 表明 С, 的 首 项 处 于 支配 地 位 . 设 
= |l pi 


ЦЭ ly 


则 导出 
рт» р р [x-x'|/2: /D» Ixl/4* /D 
= 8 м! б> ee 
因此 
n< [log( P) + U-tog(p) Лове. 
其 次 假定 


‘n<min( - (C; С) М), 0) 


则 我 们 找到 С, 的 第 二 项 处 于 支配 地 位 , Вр 


1557 Ж) 2173 2 
51-15 elg m | 
x | а | €. | іЄт | т; 20 т; 

| 2 %1|1М 

> se" [u E] ] 
а | Єт | 7; j£ Y | 2C 4 
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| | 
“41 < M) а P AN OA 
E 1] -| `e 2 (utc, M) > ( ЕЕ; G =2. 
|a: а | 


2» 
Pe dmi, I'd Honest o. 
浊 导 出 
>|х-х 1/2: D»Ix'!/4: /D 
= et Jie DET 
Bee: ез Цана(1, 157128. Цанн(1, 1,135 
u ate рм Gt ink p Cal -6/6 
内 此 


Ini € ЇГ: Сү Засаг 27712002 


情形 (b) 和 (c) 剩 下 的 可 能 是 C. < nsS0 БАЖ OXn'< - (C, 
С.М) < 一 G6. 注意 Tl1, 所 以 可 取 


zm 


Са- ши Dy log 157 Ур. =] 


/logle* TUS, е Се] 
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Co = (logp)/log[ e: €]. | 


则 在 情形 (b) 和 (c),(7.18) 成 立 . 现 在 取 | 
Cio = шах Сү, Сз, ICs], С! + Сз С, Cs + C, Со], 


Са, езі max[ C;, Су, СС, C, C]. 


Vi RAE (7 +20) 0 (7-21) RAG, 90 (7 16) LT. 因此 由 引 理 2: 
1, 我 们 导出 下 面 结果 . ; ; 
4| 8 7-8. ЖН Ев, "gs 


B'eC5. БСС, 
无 条 件 成 立 , JEA 
Сү; = max[2*[N + h* "Cjo * h* Clog(h Cu)]， 
| (人 
meh "аА N], max lh ACE NI, 
[i 0000/2 -1)1] 


"єт, 


Сот (ср % М). 


证 明 : 显 然 . 

注 :1. 定 理 7.1 是 引 理 7-8 的 直接 推论 . 

2.8 Е, Сй max 一 定义 几乎 总 是 首 项 起 支配 作用 . 
比 外 ,项 N 的 偏离 实际 上 消失 .类 似 地 , Co 和 Cj 的 定义 中 ， 
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起 支配 作用 的 因子 实际 上 是 C, F C. 


77 简化 方法 


现在 我 们 想 将 B 的 上 界 Ciz( 或 等 效 的 B* 的 上 界 СЬ) BE 
低 到 小 得 多 的 上 界 .我 们 运用 3-11 节 中 所 述 的 p-adic 计算 
WE Bt Hs. 

我 们 就 相关 的 1 对 和 A = Л, К, К 完成 这 个 程序 .我 
们 对 p — adic 3E XE f& Г, 本 身 ,而 不 对 3*13 节 所 述 的 子 格 来 进 
来 .计算 的 瓶颈 口 是 对 所 要 求 精确 新 的 p- adic 对 数 计算 以 
及 [一 运算 的 应 用 .我 们 涉及 到 第 三 章 中 所 详 述 的 .立刻 对 
上 述 提 及 的 人 找到 关于 ord, C A ) 的 简化 上 界 , 我 们 将 这 些 界 
касына ыы ыы ыы 
вж в” ЧИЯ. 

当 用 此 方法 找到 B, B” 的 简化 上 界 时 ,我 们 将 С, Ch H 
其 简化 模拟 代替 , 再 尝试 上 述 程序 .我 们 可 重复 论述 , RZ 
然 可 得 到 改进 .但 在 一 定 阶段 ,通常 接近 于 实际 的 最 大 解 , 程 
序 将 不 发 生 任何 进一步 改进 . 随 之 用 某 种 方法 可 找到 所 有 解 . 
可 采用 的 方法 之 一 是 已 在 3-6 5 ХУМ) Fincke 和 Pohst 22 
算 . 另 一 种 方法 是 在 简化 界 以 下 直接 检验 原来 丢 番 图 方程 的 
解 .对 于 我 们 介绍 的 方程 ,这 种 方法 将 使 用 同 余 理论 , 在 得 到 
的 界 之 下 找 出 方程 组 (7.9) 第 二 个 方程 的 所 有 有 和解 . 


7.8 范例 
本 节 对 我 们 的 范例 pi,…, pp} = 12,3, 5,71, ЕЧ: Ета 
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简 述 的 程序 , 从 而 验证 定理 7.2. 在 第 7.9 节 表 正和 表 亚 ,我 
们 给 出 域 K=Q(VD) 上 关于 D 的 15 MAUR K 中 因子 2, 3， 
5,7 的 必要 数据 . | 
ПЕ ШЕЕ. Ht pi=2,3,5,7 当 广 是 一 个 主 理想 
时 ,我 们 在 表 开 中 给 出 理想 和 一 个 生成 元 满足 ога, («) >0; 
当 j 不 是 主 理想 时 ,我 们 给 出 “4p”. 在 后 面 的 所 有 情形 , h; = 2， 
因此 名 = (mi) 是 主 的 . 星 号 (* ) 表 示 分 裂 素数 .注意 对 每 个 
D, 素数 2, 3, 5,7 至 多 一 个 分 裂 , 因此 <1. ER RAA 
-我 们 对 分 裂 素 数 р, 给 出 理想 种 的 生成 元 х, ERD, 24 д 和 
h ЖН pp 是 主 的 ,我 们 给 出 它 一 个 生成 元 . 
ARIARI, 容易 找到 关于 LT 和 的 所 有 可 能 .我 们 
可 假定 1 = 名 :在 第 7.9 节 表 ,我 们 给 出 所 有 可 能 的 IIu,a 
(我 们 给 出 素数 р, 代替 指标 D 4 (a) se (a ) 时 出 现 星 号 (* ). 
Sly 是 对 所 有 р, 来 检验 G,( modp;) 而 找到 的 . 
有 54 种 情形 满足 I= O (“Rt PRAY ЕЖ), Н 54 种 情形 满 
IAS (“AER Р TRUE) .我 们 着 手 于 对 称 情形 . 当 素数 2， 
3,5,7 中 没有 一 个 在 Q(VD) 中 分 裂 ,结合 所 有 情形 , 都 满足 D 
=3,5,35,42,210. 现 在 t=0, 因 此 方程 (7.10) 变 成 


G,(n) = е епа 
2/D 20 ёл, 


满足 A=ete €2,B= Ni=e'e = 土 1, 对 所 有 nEZ, 有 
G,(n*2) A G(n* 1) - B:G,(n). 


因为 (a) = (a ), 存 在 一 个 n4 € Z, (EB а = te-a. AE, Xt Er 
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fi n€Z, 
P 7 Че ъа) = 1G, (а), 

这 就 解释 了 为 什么 称 此 情形 为 “对 称 的 ”. 在 这 种 情况 ,正如 4 

“5 节 所 说 ,我 们 可 应 用 初等 同 余 理论 ;我们 有 下 面 结 果 : 

引 理 7.9 iip, pal =.j2,3,5,7| :方程 (7*1) 满 足 条 
件 (7.2) 以 及 I= 好 ,恰好 91 个 解 ;出 现在 第 7.9 节 表 工 中 带 
星 号 ( * ) 标 志 的 . 

概略 证 明 表 V 中 对 这 54 种 情形 给 出 必要 的 数据 .我 们 
解释 此 表 , 并 留 下 许多 详 述 给 读者 检验 .对 每 个 p=2,3,5,7， 
给 出 ts та, №, гд 若 对 ру а u» 则 对 所 有 n€ z, 

pi ING, (n), 对 至 少 - - n€ Z, рз Gin). Em a, 给 定 , 则 


he Са) nn, (mod à» 


规定 当 ni = 0 Hj, hy = ay, 4 ni 天 0 BY, пенны лиа 
р" анхан Р, 现在 


| С, (n3) IG, (а), 每 当 n=n, (mod a), 


RA. 3X 5 ІНДЕ С. (n) be -的 对 称 性 质 有 关 . 对 а= 
2,3,5,7, 我 们 定义 了 


h, =ord,(G,(n2)) . 


因此 ,每 当 рч” ЧО, (n), EA 2535-55-75 |G (n) RIR u 
大 得 总 有 
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"G,(n;) 22% «35 55 75, 


因而 , 存在 某 素 数 >11 整除 G (m), BIE r ERNA N E 
рч” LG (1389 Go(n). 由 此 导出 , 对 方程 (7.22) 的 解 , 5Ж 78 
这 一 方法 我 们 易于 找 出 方程 (7.22) 的 所 有 解 . 

涉 我 们 用 例子 D=3,a= 5 来 病 明 这 一 点 .由 此 


б.(0)-4-4(2443944-442-439, 
X Gal- п) =G,(n). Xt G,(n) RATA : 
n |0 12 3 45 67 8 9 10 H 12 13 14 15 
Ga) 1 2 7 26 97362-- 6,014) = 50843527 


mods у 2-12 41 2-12 d 2-12 1 2 -12 


mods pi -Db3 14 P -i lj oli d = 1 9L EP ei id 1 
mob |i T 2 23 2 —7I1 2 2:343. 17 І 2 2:1 


mod49 1 2 Ч -23 -1 197-11-5 1 9 «14-16 =1 12 0 =i 


我 们 看 出 ,对 所 有 пЄ2,22,3,51С, (n), m 21G。(n) 当 且 仅 当 
n 是 奇数 .因此 p= 7 是 唯一 引起 兴趣 的 情形 .我 人 有 7|G。(n) 
当 且 仅 当 n=2(mod 4),721G。(n) 当 且 仅 当 n=14(mod 28), 
(又 一 般 有 : 当 k=1, 

7*|G,(n) &nz2* 78^! (mod 4:757!) 


又 相 类 似 的 关系 对 任意 对 称 递归 以 及 任意 素数 p 在 GL (n) Ë 
产生 的 p 的 任意 高 次 宕 都 成 立 , 参看 引 理 4-10). RE, y =0 
导 不 出 (7.23), 因为 随 之 a=2, X G,(2)=7, 因 此 没有 相宜 的 
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z 存 在 .但 满足 du = 1, RIA m= 14 K h =h;'=h; =0, hy = 
0, (7-23) GL, BA С,(14) >7. 因 此 存在 素数 >11 使 得 +| 
G.(14), 因 此 ,每 当 7?|G,。(n), 就 有 r|G,(n). 由 此 导出 对 (7: 
22) 的 解 ,有 Ge(n) 委 21.30.50.7!=14, 因 此 由 上 表 可 列 出 所 
有 解 .注意 r 明晰 地 知道 并 不 是 必要 的 , 仅 在 Go(nz) 足 够 大 
时 .在 我 们 的 例 中 ,r= 337 或 r=3079 满足 . 

最 后 ,我 们 对 待 剩 下 的 54 种 情形 , Ж 12:27, ШАП 
需要 7.5 到 7.7 节 所 述 的 非 初等 简化 方法 . 

在 我 们 所 有 的 例 中 , 集 工 仅 包含 一 个 元 素 , 因为 仅 存在 一 
个 分 裂 率 数 .我 们 用 x 表示 x 属于 这 一 素数 ,ci 写成 m. 方程 
(7'10) 现 在 写成 | 


根据 7.6 5, 对 54 种 情形 中 每 种 情形 , 我 们 计算 常数 Ci 21 
C2 Ch. 我们 删除 这 些 计 算 的 详 述 , 简单 地 在 第 7.9 HRV 
中 给 出 数据 .在 表 中 我 们 对 每 一 个 D 给 出 p,€ Ty Ж у M А, 
(其 结果 是 N 不 依赖 于 a, KRT p). 18 “n. nu, п, ns, ns, 
n EER, 使 得 


“= xg «29.7%, 

由 此 导出 在 所 有 情形 都 有 Cr, 3.23 x 10°. 
下 一 步 是 定义 格 , 并 找 出 格 中 最 短 非 零 向 量 的 下 界 .我 们 
着 手 对 待人 i, 其 中 对 10 个 D 的 每 一 全 有 3 个 值 .我 们 计算 
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的 30 个 值 ,使 得 它们 是 对 要 求 精度 的 р 数字 的 pi- айс Ж 
数 .我 们 取 jp 如下: 


Pi 

2 209 8.22 х 10% 
3 133 2.87Х109 
5 ‚95 2.52 x 10% 
7 76 1.69 х 109 


为 了 使 pt 稍微 大 于 最 大 值 C2 ,就 是 1.05 х 104 .我 们 计算 
09789 30 个 值 ,但 这 里 不 给 出 . 格 Г, 由 矩阵 


FM 
609 р" 


的 列 向 量 生成 .对 这 30 个 格 的 每 一 个 ,我 们 完成 3.10 58 p 
-adic 连 分 数 运算 .在 下 表 中 , 对 每 个 D 我 们 给 出 最 大 值 Ch 
(对 每 个 a, 存在 着 一 个 对 应 值 ) 以 及 找到 的 .(T,) 的 最 小 界 
(每 个 iE Ty 对 应 一 个 ) .我 们 删 去 进一步 的 详 述 . 
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D P Ho Cos €0,)7 U< 
2 1 2.3.5 1.8,41.0,1.0 3.19х10 820х100 210 
6 | 2,3,7 | 1.5,1.5,1.0 2.72 x u^ 2.05х 107? 210 
7 2,5,7 2.0,1.0,0 1.07 x 10% 2.43 x rot 210 
10 2,5,7 ї 5,0.5,1.0 3.22 x 10” 2.2. < 10?! 210 
14 2 3 7 1.5.1.0,0.5 4.80 x 10°° 1.48 x 10?! 210 
15 2,3,5 3.5,1.5,0.5 21531023 1.55 x 10?! i12 
21 2,3,7 | 3.0,0.5,0.5 1.90 x 1075 7.78x10? — 211 
30 | 2,3,5 | 2.50.5,0.5 — 415x105 1.37х105 211 
70 2571 2505 3.23 x 10% 2.51 10?! 211 
105 3,5,7 1.5,0.5 4.54 x 102° 3.96 x 10?! 134 


ЖАНА, (0,) 2 2: Ch. A, Bt п= 2,6 70, с 7 1, H3] 
$8 3-14 导出 


ord C A; ) € p * po, i€ lo, 


Ade 
ро = min[ord,,(log,,( 23 s оға, ( logy.C 2) ЇР 


如 上 面 给 出 的 .由 А ord, (h* )250, 888 188 7-6(0 我 们 得 
到 关于 u,iE Iu 的 上 界 ,因此 U 的 上 界 如 上 面 所 给 ， 
其 次 ,我 们 处 理 K; ,对 每 个 D, — + Ki 有 5 项 , 即 
Құты” logs (6) +m” slogy,(x’) — > uy ХЕ) 


Шы 


ізбі 


“а 


其 中 ie 因此 p, 是 分 裂 素 数 .我 们 有 下 面 数据 
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Л 


огд, log,.(*)) 


D Р, УО (тод р;) 
Гэ 2 3 5 7 
773 7 3 l 28 11 1 р ус 
6 5 4 1 1 1 | 
? 3 AA E: 1 t = % 1 
10 3 2 1 1 iles d 1 
14 5 2 1 1 1 i = 4 
15 7 6 1 1 1 1 { ж 
21 5 4 1 1 1 1° = 1 
30 7 4 1 1 1: 1 i = 
70 3 2 i.a i ә 1 1 
105 2 1 (mod 4) 122” 4 = 2 2; 3 


由 此 表 , 对 WiD(modpi) 的 选取 变 得 明显 了 :由 此 导出 ога, шини )) 848 Es 5 
个 ord,, ;的 最 小 一 个 . RERE Na: 


log; (2^) : ` ов, (pi) 


98 Қара 555 logs (е)? 
我 们 计算 适 于 p 数字 的 这 些 数 ， Ж рт: 


‚бєй, 2; 3, 41,120), 


Pi pt 1 
2 1.80x10 
3 4.49 x 101% 
5 1.77 x 10171 
7 4.36 x 10155 


因此 pt 稍微 大 于 最 大 的 CH. 我 们 计算 014}, , BJ 40 个 值 , 但 
这 里 不 给 出 . 格 Г, 由 下 列 矩 阵 
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Tt 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
oj" ef? ej? e? p 


的 列 生成 .我 们 用 一 运算 计算 10 个 格 的 简化 基 . 


计算 的 详 述 .我 们 找到 的 数据 如 下 : 


Пірі! p Ho Cr < tT) > 


我 们 删 去 


M< 


3.19 102% 2.25х 1072 
2.72 102% · 2.16 103 
1.07% 10° 1.14х 1032 
3.22х 1029 1.07х 1032 
4.80х 1026 4.92 х 1032 
2.15х 1022 2.78 x 10°? 
1.90 х 1026 4.37 х 1033 
4.15 х 1028 2.69х 107 
3.23 х 100 · 1.03 х 10? 
4.54х 102° 6.68х 107 


о шә м MN ANN оо л 
NN e =e e e e wj e 


196 
245 
343 
343 
245 
196 
245 
196 
343 
540 


RAAF H, (T) 245- Ch, НЮ, Н 8| E 3-14 及 7.6(ii), 由 
К, + ord, (h* ) Z0 及 h;z1, RA Мхога, (КГ) X p + po, 


因此 M 的 上 界 如 同 在 上 表 中 给 出 的 . 


最 后 ,我 们 对 |n| 从 而 对 B 计算 新 的 简化 上 界 , 由 
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in| < max[C;, Ce + CÇ; ` M, Cs + 6:11, 


我 们 找到 数据 如 下 表 . 
ü [б< G< б< G< G< M< US Inl< BS NE B'« 
72 [0.304 0.394 0.420 1.967 3.859 196 210 812 812 27 
6 [0.152 0.652 0.190 1.345 1.631 245 210 343 343 


3 
3 
т [0.126 0.626 0.357 2.702 2.757 343 210 581 581 2 10164 
3 
3 
2 


10 10.601 0.191 0.181 1.396 2.337 343 210 492 492 
14 0.102 0.602 0.325 1.861 1.508 245 210 318 318 
15 10.540 0.668 0.257 1.394 1.649 196 212 350 350 
21 [0.222 0.722 0.142 1.564 2.386 245 211 505 505 1011 
30 10.414 0.613 0.399 1.239 1.102 196 211 233 233 3 469 
70 [0.362 0.556 0.390 2.729 1.505 344 211 320 343 3 
105 10.390 0.579 0.379 3.232 2.545 540 ІМ М4 540 ] 1081 
这 里 我 们 运用 B? <Sh°-B+N KM h“ =2. 因 此 ,第 一 步 得 到 界 
B’ <3.23 x 10%] 87 委 1627. 总 的 计算 时 间 是 1715 БУ, 其 中 
每 一 个 2 维 格 平均 0.7 秒 , 而 每 一 个 5 维 格 170 E. 
我 们 进行 进一步 的 简化 步骤 , 现在 用 上 面 给 出 的 B BY 
-化 界 代替 Cb. 我 们 给 出 入 ; 的 数据 如 下 表 . 对 py 我们 取 ue- 
ро, 连同 py, pz 如 下 : 
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ШЕР бом а 0) шю US 


2 11627 2301 

6 | 680 975 
274 Ий64эн 1645] 
“el | B87 1396 
0444! O39 ere 904 
15| 702 ge 998 
ts21 |10119, 1490 
490! 4695 664 
1/70 | 6890: 926 
140510812; 1529 


2 22 1.82x10* 1.5 23 


3 


203 


ZMBD d. SOX POD 20 238: 


MS3 20133055. 94. cott dor ий4) 


args 

ps3 
013 
<2 
13 
143 


alial .Hy КЮ? 405) 22) 
ғы. 33271.26 х 107) aad 4 ШЕГІ 


4392.00 10% 190 ийэ! o 


эс236:4.08:5540), 255) c4; 


33. 3.99 ХЭС ЧЭ НЭР 


а 
€ 


0133,93.06 КФ0* 253 533) ; 


өс21663.89:540) 45, 22 ; 


RIII ETAN Ux i рК. ЗӨВ 84 fir init flde] 
BL, BBF pi= petuo ODE вэ. ЖЕГЕ 18:14 dit P aie ГН o 


FEE ое ш 


AUDA BRE В А а М TOU: 


en dt 


639 1429 
15 | 702 1570 ` 
21 | 1011 2261 
30 | 469 1049 
70 | 689 1541 

. 105} 1081 2418 


计算 时 间 为 15 秒 . 


М 


бе оғ LESE OVEN eve. 0 йесі 


Ч 20872 17:16 ІНЕ ЖЕГІ 221 088057 
689 4416 вий e 4390 “4.04x103 


Em 
l 
1 
1 
За 3.07х10 1! 30 53 si 
! 
1 
1 
1 


ЫГ ЖЕП 90 90 
30. 145 145 
49 96 üG 
49 80 80 


49 , 1,07 x 10° 
49 1.16 x 107 


24 2.70x10 
30 a3.88* 10? 
24 2.50x10 
42  1.90X*10? 
77 1.00x10* 


我 们 进行 第 三 步 , 并 仿照 上 面 给 出 A 的 数据 ， 
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201 


бом {дй ДУН © 


183 
293 
194 
163 
109 


122 


D B' =< А.в < ш их AN) < U< 
2 | i83 258.9 2 22 1821 1.5 23 
o | 299 414,4 2 22 878 1.5 23 
7 | 194 274.4 2 22 1285 2 23 
10 | 163 230.6 2 22 634 1.5 23, 
14 1 109 154.2 2 > 268 1.5 23 
is | 12 172.6 2 22 ёз 7 3.5 25 
sb oum 241.9 2 22 818 3 25 
au | 57 80.7 2 2 998 25 2 
ЕТЕ 159,9 2 22 588 — 2.5 24 
105 1 157 233.1 2 14 281 1.5 15 
又 对 天” 给 出 数据 : 
D | в” SB < тш ил «ГО (ше Mx 
2 | 183 | 409.3 25 20 440 1 20 
6 | 293 655.2 5 25 665 1 25 
3 | 194 433.8 6 a2 602 1 42 
10 | 163 364.5 5 35 473 1 35 
14 | 106 243.6 5 25 626 1 25 
is | 1482 272.9 6 24 2700 1 24 
мо | m 382.4 5 25 645 1 25 
30 | 57 127.5 4 16 129 1 16 
70 | из 252.7 5 35 366 1 35 
105 | 157 351.1 5 55 354 2 56 


23 


最 后 ,对 |n|, 进而 当 i€ Io 时 ,对 ordp;(u) 给 出 更 详细 数据 . 


D| M< u < u < u < u < Ini < 

2 20 23 14 10 ы 0 Бан 90 он 
25 23 15 0 8 38 

7 42 23 0 10 8 66 

10 35 23 0 10 8 55 

14 25 23 14 0 8 36 

15 24 25 15 10 0 42 

21 25 24 14 0 8 61 

30| 16 24 14 10 0 2 

70 35 24 0 10 8 65 


105 56 0 14 10 8 „ 41 
现在 , 如 果 我 们 继续 用 同样 方法 , 将 得 不 到 任何 进一步 改进 . 
但 现在 上 界 已 小 得 足以 容许 列举 剩 下 的 可 能 , 可 用 mod p 对 
p=2,3,5,7 计算 .这 样 做 , RER FAMER 工 中 呈现 .最 后 
这 一 步 ,我 们 仅 用 3 秒 计算 机 时 间 . 
定理 7.2 证 毕 . 
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Table VI 


p bi vi Ài 
2| 235 300 150 0 
237 310 1.50.50 
7| 257 2011 0 05 
101 257 310 1.50.50 
14| 237 301 1.50 0.5 
151235 211 1 .050.5 
21| 237 2110 0.50.5 
30| 245 211 1.59.5 0.5 
70| 257 311 1.50.5 0.5 ` 
105| 357 111 0.50.5 0.5 
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ЖЛЕ The 方程 


40 
m 


id F(X, Y)EZÍX, Y] 是 带 整 系数 ,次 数 至 少 是 3 的 婚约 
二 元 型 .m 是 非 零 整 数 . 丢 番 图 方程 


F(X,Y)=m Х,Ү62 


RA The 方程 .. 它 在 丢 番 图 方程 理论 中 起 主要 作用 .1909 
年 ,Thue[115] 证 明 它 仅 有 有 限 多 个 解 . 他 的 证 明 是 非 实效 
的 .此 类 方程 解 的 可 有 效 计算 的 上 界 是 由 Baker[81 首 先 给 出 
的 (参见 Shorey 和 Tijdeman[ 10] 第 5 章 关 于 Thue 方程 结果 
的 综述 ). 通 过 运用 引 理 2*4, 我 们 得 到 Thue 方程 解 的 更 好 的 
ER, 目前 这 方面 的 最 好 结果 是 由 Bugeaud 和 Gyory[29] 得 
到 的 .然后 ,我 们 说 明 为 什么 在 第 3 章 产生 的 方法 能 实际 用 于 
找 出 Thue 方 程 的 全 部 解 .我 们 的 方法 主要 研究 任意 Thue 77 
ЇЕ, 而 实际 上 是 次 数 不 太 大 的 Thue 方 方 假 如 关于 型 下 的 某 
代数 数据 是 有 效 的 .看 Tzanakis[123] 中 的 简短 导言 . 

我 们 这 里 使 用 的 不 同方 法 已 被 Ellison, Ellison, Pesek, 
Stahl 和 Stall[ 38], Steiner[ 110], Petho ЖІ Schulenberg | 921, 
Blass, Glass, Meronk ЖІ Steiner[17], [18] 实 际 用 于 解 Thue Jr 
程 .所 有 这 些 情形 ,都 取 m= 1, 而 de Weger[ 137], [138 iz JH 
本 章 叙 述 的 方法 解决 了 满足 m>1 的 例子 .在 确定 斐 波 那 契 
序列 中 所 有 三 次 震 时 , Petho[ 901 用 Gelfond ~ Baker 方法 解 
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Thue 方程 , 但 他 用 完全 不 同 的 方法 求 出 上 界 之 下 的 全 部 解 . 
而 多 数 Thue 方程 必须 用 不 同 的 (通常 是 特定 的 ) 方 法 求解 . 


8-2 从 Thue 方程 到 对 数 线性 型 


AH, ПЕН, -一 般 的 Thue 方程 怎样 导出 不 等 式 * 
此 不 等 式 含 有 带 有 理 整 系数 (未 知 ) 的 代数 数 对 数 线性 型 . 设 


F(X, Y) = Xf X^  Y'€z[x, Y] 


是 次 数 nz3 的 二 元 型 , 又 设 m 是 一 个 非 零 整数 .考虑 Thue 
方程 " 


F(X, Y) =m ЭГ (8:1) 


其 中 未 知 数 X, YEZ. 若 F 在 Q 上 是 可 约 的 , 则 (8.1) 可 简化 
成 具有 既 约 二 元 型 的 形 如 (8'1) 的 有 限 多 个 方程 的 方程 组 . 对 
次 数 1 或 2 的 这 样 的 方程 , 熟知 怎样 确定 其 解 .因此 从 现在 
ж, ПЕ ЕРКЖОКЕНИННАЕО>З. k gX) =F 
(X,1). 若 g(X)=0 没 有 实 根 , 则 对 (8.1) 的 解 (X,Y), 可 平常 
地 找到 关于 max(1Xl,1Yl) 的 小 的 上 界 . 因 此 ,贯穿 本 章 , 我 
们 假定 代数 方程 g(X) = 0 至 少 有 一 个 实 根 .我 们 给 它 的 根 编 
BN е0, о, CH AL s 宇 17 是 实 根 而 81D = eD, 
өү ЛЭ = ®*20 ЕЗЕН, ESL IG TAT 1(220)55Я ЖЕШ. 
Н. в42%(-п. ; 
ЭЛЕН K = Q(8), 其 中 g(&)=0. 我 们 规定 三 个 正 实数 Y, 
<a<Ya, 将 (8:1) 的 可 能 的 解 (X,Y) 的 集 分 为 四 种 情形 : 
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一 “很 小 " 解 ,满足 |Y| 志 Yi. 用 列举 所 有 可 能 的 方法 求 出 这 些 

解 . 

一 “小 " 解 ,满足 YI YIscY; .通过 实 根 eO dx ^r UR SCA 

值 的 计算 来 求 这 些 解 . 

-大 " 解 ,满足 Y < ҮҮ, Ж И $2095 Ж Ei ur 7r 9: 

来 证 明 这 样 的 解 不 存在 . 

一 “很 大 " 解 ,满足 |Y| >Y3. 用 对 效 线 性 型 理论 来 证 明 不 存在 

.这 样 的 解 . | 
ҮЛЕН ТЕЛІ С Копа — Baker 2 621. Y, 

的 值 ,用 我 们 证 明 没 有 “大 " 解 存 在 所 作 的 限制 来 导出 .Yi 的 

值 由 下 面 引 理 8-1 导出 ,这 个 引 理 表明 ,车 |Y| 足 够 大 , 则 Х/ 

"极端 接近 "一 个 实 根 8 .在 一 个 典型 例子 中 , Y, 可 大 如 


1019” y, 大 如 105, Y, 小 如 10. 
51918-1. 设 X,YEZ 满 足 (8:1), 令 B=X-&Y， 


[| | 


(s+i) 
Y = min |р (£ 21% min | Im 
1 Жі-0 


" 237 1, [т | 


1= win le ЕЭ 2 
Y; = max[ Yo: [[4* C, ] "7? ] ]. 
(BLY | > Yo, 则 存在 一 个 be 11,618 7 


ip | C, «| d 7%, 


* үйіп ІЗШ Е go | А 
СІ сп 
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Ip | ZC;- ҮГ, i€ 11, nl; із. 
Gi) LY | Үү, W X/Y M eC? ЕЭ ХИ. 
证 明 W € 11, nl f£ ВЭ! = min LR? 1. (8: 
1), RNA | 
[fol Lig? іші. 
由 |B' | 的 最 小 值 ,对 所 有 i 有 


| Y | 120 — e» | = |p — 8%) | «| gt? | ЕЭ 1g | 


29189). 
Ath |p |C, |1Y|. 进 而 ， 
i) | = Imi, i) «ml, 1. D. s 
1g? | Т] “High i"! ESTA | “ly: |Y {+e — gG) 
Na 
27-1. jm] 2121. |m] 


Шэн Dv] Tg ny Lv tn 
现在 ， Жи» (221), 则 由 Yo 的 定义 ， 
X TN | po? | 24-1. || кз 
ass Ман SEG) Ce) | ГҮ! 

3 |. : (i) 

“ЇР „min, Іше Ї 

由 于 |Y|> Yo, 故 这 不 可 能 .因此 ios, 从 而 (i) 立 即 导出 .再 

者 , 若 |Y| >Y, 则 


БАЛЫҒЫ БУЫ, Ы Le vr? 0 y 
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| nl TAEA 
| “ы 2 | Yl , 


因此 ， | - ei < ү» 2 , 因 #0 是 无 理 数 . ЖҰР A үлі 
"m 6) ICO POE 

现在 ,如 引 理 8- ТЕНИ Т 

nl (8 ip, j,k REPOS III; В.а у, КЄ 11, ,si 或 
E j+ t= КСВ eC? = #97, {Н ERI; j, k 的 选取 是 无 约束 的 .中 
上 对 i=iojk 有 B = ХҮ, Н XA Y ШІН 

po» ЕЗ — 0] 2. ga. euo a Wade] + барар PPc, 


或 者 ,等 价 地 ， 


0 


£g) Lg gue go Leo 15 їе 
gà) à) — guo wr ie ЕЮ — eli) Ts (8:2) 


由 引 理 8.1, 上 式 右边 “极端 小 ". 设 , 若 j,kE1l ,si( 让 我 
们 称 其 为 实情 形 "), ШІ 
EX (j) alk) 
A tog S; jaw | 

(128 ),КЄ {s+ өне 
£v - -go gr? | 
ЕП 600 gO Ë 
ik JU, 一 般 的 , It 2€ C, loge 表示 z ЭЭН 0 ЕШКІНІ — z < 
Imlog(z) <n). h eP = £O, fel PE A € REA Rs 3 

下 面 引 理 显 示 |A1 有 多 小 . 

引 理 8;2 设 


Acc Llog 
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ІНІ -80) 
s gG) 


C= шах 
i, Fi, Ai a*i 


, 


Y; == тах| Уу, 1(2:С, .C,/C.)Un]]. 
#| Yl >Y; W 


ГҮ? "n 4 VE 


ЭГ .39* C4 * C5 , 
IAl< = a. 


“2, 
ЙЕН hti. (H| Y| > Y; 及 引 理 8- 1 Sik, 
(8.2) 的 右边 绝对 值 小 #4 =, A 
ni — eG) ВО 
E 2867 E 20. 

由 此 导出 (8.2) 的 左边 等 于 e^ — 1, 5918 8-1 的 观察 及 C, 

的 定义 ,现在 (8.2) 蕴 涵 I 
Е Gyr e -aG 
Nees UG 


BH i, le^ 1152 саи, 8| 2-2) 


у>". 


| A 1<2 1062 [е^ – 11<1. 39° [е^ — 11, 
这 就 证 明了 在 实情 形 我 们 的 断言 . 
在 复 情形 , (8:2) 的 左边 等 于 ei^ 一 1, 如 同 实 情形 , 我 们 导 


ур 


ел - 1| < 
С; 2 


因为 le^ -11=2.1snA/2|， S3 T lsin A/2] < T ,因此 由 
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8|8 2-3 


pa i^ m ә. 
 sin1/4 ` * le Ї5:-1:02 


1/4. 
|А1=2* 51/2 * [sin A /21 


ei^ -1| 
, 


这 就 证 明了 在 复 情形 引 理 成 也 . 

在 域 K WJ CHR (АШ, CE Medio K 的 阶 ROI (r {к M: À: 
单位 组 ey, s є, МОН rm s! (t EC Dirichlet fij AEA a PIE) 171 
SPP F BEY AFR Е s 0, MOI F K mif m 
位 根 是 二 1; 这 里 我 们 不 准备 讨论 求 这 单位 组 的 问题 (有 效 的 
方法 看 例如 Berwick[ 131, Billevic[ 15], [ 16], Pohst fll Zassen- 
haus[97], Buchmann[27], [28]. 我 们 简单 地 假定 基本 单位 组 
是 已 知 的 , 男 一 方面 , 仅 存 在 有 限 多 个 K HP AR SESE py, 
py EIG foe МО) =m 对 i=1,…,y 成 立 ( 我 们 用 МСОЖФ ИЯ 
扩张 K/Q 的 范 数 ) .我们 也 假定 这 样 的 р, MAMIE BY. 
设 M 是 所 有 5 的 集合 ,其 中 5 是 区 中 的 单位 根 .( 在 重要 
”情形 |f6|= |m| =1, AM =, 1). PUDE CS: DUI T EE 
数 解 (X, Y), 存在 某 个 yE M Ка, 0, € Z, fil ít 


| В= prefer cet. 


因此 ， 解 (8.1) 的 初始 问题 是 简化 为 求 所 有 的 束 г- tuples(a,; 
very ap f (E pepe АЕМ 是 特殊 形式 X - Үгс 满足 
ы крл, AVY 可 以 消去 ,为 此 得 和 惠 (8- 

2). 故 问题 简化 为 解 有 限 多 个 方程 , IE HI 
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k) 


ef 
Hr alt 


gv - Он (k) 


а-а шд 


КЮ ы) Т-ыГ" 
~ gl) - ЕЗГІ D Hizo | 
(Jr ag 9 ЛАВ" ) .在 实情 形 有 


DU -go ds А ett 
A = log gG) — 00 | t Zalog RI (8:3) 
而 在 复 情形 有 
юч. 
_ 60-69 ,% 5 
ЛЕ ЖЕГІ PJ 4 Бас Arg} - eo) jt 82m, 


(8:4) 


其 中 ag € Z, -r< Arg(z) ix, z€ C. E E E НААЛ 
形 i 信 ,( 主 部 ) 都 是 代数 数 对 线 线性 型 ,其 中 系数 а 是 整数 . 
Gelfond - Baker 理论 根据 max|a;| 提 供 关 于 | 和 | 的 一 个 显示 
Lk». iod 结合 引 理 8-2 我 们 可 找到 关于 maxlai| 的 一 个 显 
到 二 沉 . 这 就 是 我 们 下 节 所 要 做 的 . 


8.3 上 界 | 
ША шах | a; | .首先 我 们 根据 |Y| 找 出 关于 A 的 一 个 上 
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引 理 8.3 = lh," h IC 11, nl. 4 
U, = [log | eh | lisse реінде 


(Ері АЖ ЁЕНУ1Т, 91), 


Ur! = (u), МОГ 11 = max: lul. 


сс 


Mik 
аж le: es š 
нем PE M 
++ max | go? — gà? | 
C. 2 қ іі, €i n 
D oq Ё- ЖЕ; 
C; = min[ (n- 1)+minN[U; "Т, max[ Ur ' ] 
则 对 
| Y| >тах[Ү(,2*1т|!/", р. /651, 
我 们 有 
| A<Ci'log[C4 | YI]. 
证 由 В= ре, с”, ег, 我 们 有 
log | g^ / th) | al | 
ase = 0: ... (8-5) 
log} p^? / | a Ы. 


另 一 方面 ,对 每 个 hE H1, nl. ЖІЛІЗ| Ж! 8-1 证 明 的 末尾 ， 
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ІШУІ [X= Y-e [e IX — Yes poe Dy epe? 


згер ҮК =e | 
Куж так. 26) Гү], 
i 1<i <i, en ç 
因此 
(h) : 
ЁЛБСЫГ h=1, еп 
注意 C4.1Y| >1. 实 际 上 ,由 


I |н | = тъ 


ЧН min |p? | [m] ^^, 因此 usc Em] ^. PRU 


PE paw. КЕЛҮ: 


ІЗІ. 
= \т|!/" 
则 
gn 
log юэ | € log[ C, · | Y| 1, h= 1, к,п, 
log[ Cs* | ¥1]>0. 
其 次 我 们 证 


=gh | 


(8-6) 
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„ Ө | 
log | c 1 < (а= 1) ов Са YI] i= 1,77, n. (8-7) 
p | 


FERE, 59€ (8:6), P IBO / o? 221, ШУ ЩЙ) ЖУ ЗР SR Me E. 
BBE 1g? / p? | <1, H 


(h) 
ЖШ | e 


n 


ll 


һ=1 


导出 
G) (ә А 11) 
log| Ë! |= - tog | | = X log UE € (n - 1) ` log 
H t A t ; 
[Cyl YI], 
考虑 (8.6) ,不等式 


A<(n-1):minN[U; .iog[C | Yl ] 
Н (8-5), (8:7) ЕШ МГОГ JAJ s X ARP EE Rr EDGE 1 £ 
设 任何 限制 的 事实 , 便 可 选择 N[ U, !j 为 最 小 的 . 剩 下 的 是 证 
i A<maxN| Uy Тов Cys 1 437 


选择 I 的 使 得 ЄТ. 518 8-1, ERES HET, | 9/4” > 
Cr 1Ү!/н. >1, 考 察 (8:6), 现 在 


() | 
log! Pi “О ls 


ix ZR HK THY ie. 
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引 理 8:2 和 8.3 直 接 导出 . 
引 理 8.4 iX 
21.39: C; 6; Ci 
C= С; , 


Y'; = max[ Y7,,2: | mi" ^, ps. 7C; ]. 
ШҮІ>Ү»ШІ 
(A ! < С exp[ e AL 
下 面 ,我 们 应 用 引 理 2.4, 导 出 在 实情 形 ( 假 定 A 关 0) 

| A [>ехр[ - С,“ (logA + Cg) ]. (8:8) 
而 在 复 情形 , 当 A 用 А’ = тах а; | КАИ, ЕЗ З. С, 和 
Cs 的 精确 值 已 在 2.3 季 给 出 . 必须 注意 的 是 在 复 情 形 , 现在 
引起 了 ао 的 出 现 ,而 不 是 在 引 理 8.3 ЯП 8-4 呈现 的 .为 了 得 
到 A 的 上 界 ,我 们 必须 根据 A 来 找到 A’ 的 一 个 土 界 .事实 上 ， 
由 


Атр(2 22) = Arg(z,) + Arg( z;) + K*2m, 
КЄ!-1,0,1!, 


我 们 从 (8.4) 及 引 理 8.2 的 证 明 发 现 , А222, Ut] 


laol < 学 + yin КЇЛ [/2x« L9 v À 


SrA 
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因此 车 用 г 
C', = Ca; 实 情形 


Сэүн С, + loge, 复 情形 、 


"EM Y 
在 ,我 们 可 给 出 关于 A 的 上 ， 

引 理 8.5 设 

Br. ан SR 

ЖІҮІ>Ү EL AX Us. 

Қы 证 明 引 理 8-2 时 我 们 已 看 出 , 在 实情 形 , |e^ — 1 

FAERIE, 1675-1142) HERE (0 560. ith (8-2) 838 
хээрийн, қы 

А< <. [logc *C,'C$ + C “ІорАЛ. 


由 引 理 2.1 导出 结果 . 

注释 由 A 的 这 个 上 界 可 导出 |Y| 的 上 界 ,从 而 导出 Y, 
的 值 ( 见 8-2 节 ), 我 们 不 具体 求 出 .注意 Y, ( 见 引 理 8.4) 等 
于 Y, 不 是 必要 的 ( 见 8.2 节 ). 


8.4 简化 上 界 
现在 我 们 剩 下 下 面 类 型 的 问题 . 设 给 出 实数 D, ps n 
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(9222, а= 1 的 情形 是 平凡 的 ). 记 

| N=6+ap tot aqu 
EP a; 的 归属 是 Z, FF & A= тах |а|. Ky, К, Кз 是 给 出 的 
正 数 , 则 找到 所 有 q—tuples(ay, ^, a) € Z 满足- 

ГА |<К,у-ехр[ - К,А], A<Ks. (8:9) 


对 我 们 的 情形 ,由 (8.3) 和 (8.4) 导 出 如 何 定义 q,8 及 ji 从 引 
理 8.4 和 8.:5 如 何 定义 Ky, K,, Ky. A Ki, K, 是 “小 "常数 ， 
而 K 很 大 ”, 令 


Aq apud rtt + аа. 


因此 A =ё+ Auo. 我 们 应 用 第 三 章 处 理 问 题 (8.9) 的 方法 . 

下 面 我 们 区 别 三 种 情形 .在 前 两 种 情形 我 们 假定 u Æ Q 
- ERK. 

(1) 19 3=0, 这 样 人 = Ay. WHA Е УК ВЈ, 我们 应 
用 3-7 节 的 方法 ， 

(а) W 8250. WAAR Pk OL e 9E FF KAY, 我们 应 用 3:8 节 的 
WE. 

(ан) MRE р 是 Q — 4H2& I. WT EREN A НІН 
格 ,如 3-7 节 所 定义 的 . 则 我 们 期 待 |x|(xET,x 关 0) 的 下 界 
一 般 是 “非常 小 ”, 因为 向 量 作为 坐标 有 相关 关系 系数 将 引起 
格 中 很 短 的 向 量 .因此 ,简化 过 程 作为 前 二 种 情况 的 应 用 将 不 
进行 .在 这 种 情形 我 们 进行 如 下 . 设 M (ще, р О 
无 关 数 组 成 的 极 大 子 集 .对 于 下 标的 适当 选择 我 们 可 假定 M 
= {ats ppl p<q. WR 1<i<p<j=<q, 我们 可 找到 整数 d 
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>0 及 dfi (S 


p 
а“ыт > d; шь jo P*1,-7,q. 


(这 些 数 d, dj 可 以 按照 在 简化 基 中 极端 短 向 量 的 坐标 找到 ) 
另 一 方面 ,(8.9) 等 价 于 


| A |< K, expl - K- A], A<Ka, (8-10) 


其 中 A Sd 人 ,K =d Ki 现在 ,满足 ë —d:6 LA 


我 们 得 


ië D= max[ |41, |4,1:1<\&р< у<а}. Wl 
la; |<(q-p+1)-D-A, 151, “р. 


因此 , 令 A'= maxla l, W A'sz(q—7 p 1): D: A, (8:10) Zi 
1<i<p , ç 
| ХК, :exp[ - K, : A ], A CK; (8:11) 


其 中 ， 


A =g Жа “р + "б "uy s K, = d.K，， 
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K;-K;/(q-1-*p):D, Құ =(q-p+1):K,. 


现在 ,为 解 (8:11) 我 们 应 用 (iD 或 (iD) 中 叙述 的 简化 过 程 .或 者 
58-0 RAS 5 750 相关 ,并 可 多 次 使 用 , 若 必 要 的 话 ,直至 
找到 A' 的 很 小 的 上 腊 .在 找到 (8:11) 的 所 有 解 (a ,，…,a.,) 之 
后 ,我 们 有 关于 | 和 “| 的 下 界 LL>0. 期 待 工 不 是 “极端 小 "是 合 
ЇЇ 3 0,148 ба, уа, 的 绝对 值 * 小 "不 能 使 | A |“ 
Wop” ЖЕ S| Л'12>1, 以 及 (8.10) 的 第 一 个 不 等 式 , 得 到 
A< giles! 1. 

因为 L AR "Hee ДУ”, ЕА Л, A 的 上 述 上 界 是 “小 
ay”. К, 

现在 回 到 一 般 情 形 ,我 们 指出 , 若 A 的 简化 上 界 ( 在 上 面 
叙述 的 简化 步骤 之 后 找到 ) 不 是 小 得 足以 在 适当 的 时 间 内 容 
许 列举 剩 下 的 可 能 , 那么 , 应 用 Fincke 和 Pohst 方法 是 必要 
的 ,或 者 说 至 少 是 可 取 的 , 参见 3.6 节 . 然而 , 当 解 Thue 77 
程 , 而 不 仅 是 对 数 线性 型 不 等 式 时 , 最 好 是 避免 这 种 方法 , 而 
采用 根 8 中 的 连 分 数 .实际 上 ,我 们 可 以 搜寻 (8*1) 满 足 Y<] 
YISC 的 解 (X, 了) 如 下 , 提 及 引 理 8:1, 这 儿 例 如 C= Ү,, $ 
们 可 想象 这 里 CER Y, 大 的 一 个 “大 "常数 , 但 不 是 “非常 

大 "( 见 8.2 WH Ү,,Ү, WEA). | 

| ig £ E E НЭЭНЭ, 使 得 


[Е #9 < 


= (8:12) 


ІҢ ЖІҮІ>ҰҮ,Н ӘЖЕ, X/Y 必 是 收敛 的 , E 
如 paqk. 用 ao,al,a,… 表 示 此 表示 式 的 部 分 商 . 首 先 我 们 要 
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Жаа 23. XE E, 03-5) 
(ар. *2)-1YI? (азр 27-40 


<| q: нь Ү| “Гүег 9i 1 或 2, 则 
我 们 必 有 1YI" ?<4:Ci. 因 此 ,这 是 匾 岂 的 ,因为 1Y1> Үү» 
(4:C,) ^? Да, (223, 又 由 (3.5) 我 们 得 


КЕЛ 1 l | 


Сіз андағы) os сн 
| Q| ар "92 3% 


因此 
рк | 
ai 


in 4108-8916 НУ 
qk 


1 


1 1 Ж 
р <=. 
Заб 2-4 


eei 
而 这 意味 着 p/u SR SE E tL JE H 580789) 3 75504204. 
此 外 ,考虑 不 等 式 
as NET | d» Рк | e С, C, 
E e sry ge 


akti F qk 相 比 必须 充分 大 , Вр 


яаг (8:13) 


此 不 等 式 易于 检验 对 所 有 k 满足 a С. 

综 上 , 我 们 提出 下 面 程序 ;对 i = 1,…,s 的 每 一 个 实 根 
£O (ER ip 事先 不 知道 ), (1) 计 算 ew WY — 4 AGB E W 
£ (8:12) GOBUR T IER AX . (2) E 展开 成 它 的 具有 部 分 
Ш ар, ар, а), °°, а, ИЕЛЕН SC qi Ж 1 
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= 1, "К, WRF р/а. (EAE (8:13) Ж F(pi, 9) = m f 39 
所 有 这 些 收效 .关于 这 一 最 后 检验 ,注意 到 若 X/Y = р/а. W 
对 满足 zlm 的 某 个 ZEZ,X=Z.byY=Z:qi. 这 一 简单 观察 
一 般 把 关 多 数 可 约 的 商 排除 在 外 , 且 当 m 是 第 n ТАЕ ЖЖ 
时 则 是 全 部 排除 . 

在 |YI<RE 的 范围 内 已 检验 所 有 解 ,我们 可 假定 1Y| >С. 
对 于 这 样 的 解 (X,Y) 我 们 可 得 到 与 A 对 应 的 下 界 如 下 (其 思 
想 应 妆 于 А. Petho, 也 参见 Blass, Glass, Meronk 和 Steiner 
[181 第 1 节 ). 对 每 个 iiD)E 11, rl х 11, пі, E XE 


^ le? а Ж Ж +1 %-1,3Е1# Е = Ue |. H 
8? | = |y? | e EL Ief? icy, EA. 


因此 对 满足 1152 的 任意 一 对 jis j2» 有 


8). 862 E^ + E^ 
iy) = 1B g^ | ñ д % 
IgG) — go “+ ребре р" 


而 由 此 我 们 可 找到 A 的 一 个 下 界 , 若 我 们 已 知 |Yl > C 的 话 . 
当然 , 对 男 一 对 jj,j 我 们 可 找到 一 个 不 同 的 下 界 , 因此 可 以 、 
取 较 大 的 一 个 ， 


85 应 用 :三 角 数 是 三 个 连续 数 的 积 


作为 前 节 叙 述 的 一 般 理 论 的 应 用 , 本 节 我 们 证 明 下 面 结 
R, 问题 已 由 Mohanty 提出 (参考 Mohanty[ 85], 此 文中 的 证 
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明 是 错误 的 ) .第 n 个 三 角 数 对 nEN EXIT, => sn (ni 
1). 

ЕН 是 三 个 连续 整数 之 积 的 仅 有 三 角 数 是 T, = 1:2- 
3.,Т,54-4-5:6,Т,:455:6:7,1,,:-02:10:11.Т, = 56:57:58, 
T2736 = 636:637:638. 

证 明 我 们 有 美香 图 方程 е (mt Iia 
+2), ЧН n, m € N $ x=2-m+2,y=2:-n + i. WRN] tH 
JE у= х -4:х+1, ЕФ x, yen, WE x4 IB, 23 
的 奇数 .现在 ,由 正面 定理 8-7 来 完成 本 文 定理 的 证 明 . 

定理 8.7 椭圆 曲线 


y2x-4:x*l (8:14) 


ALA Fill 22 个 整数 点 : 
(w= = 51,2), 00, 13, (2, 19, (3,4), (8, 
7), (10,31), (12, 41), (20.89), (114, 1217), (1274, 45473). 
证 明 此 定理 的 两 个 主要 步骤 :首先 将 此 问题 简化 成 解 酚 
个 四 次 Thue i 然后 运用 产生 于 前 节 的 一 般 理 论 解 方程 . 
W LEZER OU) Hp 


%-4-ф%1-0. 


4 p WJ itiu Ж QU) -0.254-е-,ф 2 = -2.114:-,492-1.860 
=. H Delone 和 Faddeev[35] 的 表 我 们 看 出 工 的 类 数 是 1, 其 
整 环 是 Zlo], 其 判别 式 是 229, 而 独立 单位 对 是 g, 2- p. Hi. 
Buchmann[27]R]3& I & - 7 € 2:4^,2:9 + 5 JE Z[ p] РЕ Ж 
HX .8-7-42:4--97!(2-9),2:9*49?-(2-4) ! K 
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们 看 出 фр,2-9ф the Zz[y] 中 的 基本 单位 对 . 
椭圆 曲线 方程 (8:14) 可 写成 


у = (х= ф) (x? + хеф+ (gy? — 4)) (8:15) 


右边 的 因子 是 互 素 的 .实际 上 , 若 x 是 其 素 公 约 数 , 则 x 将 除 
尽 

(x? + x-p+ (42 – 4)) - 2:4): (x — 4) 

-3-ү7-4, 


这 些 是 素数 ,因为 其 范 数 是 - 229. 因 此 我 们 得 到 x 是 这 素数 

的 单位 次 ,然后 由 (8'15), x 一 上 = 单位 x (3-4 — 4) x 平方 . 取 

WR, WB уг = +229 x 平方 ,这 显然 不 可 能 . 
现在 , (8:15) AR 


х-ф- tgi (2- y) to, «Є2[4], 
i,j€ 10,1}. (8:16) 


ІҢ (8-14 f. x 委 0 是 平凡 的 (满足 x<<0 的 仅 有 的 解 是 列 
在 定理 中 的 前 三 对 ), 我们 可 假定 х221.81 5 0) -0.254-2, 
我 们 看 出 (8.16) 中 的 负 号 是 不 可 能 的 . 则 由 2 = -2.114 
yi 天 1 .我 们 因此 断定 


x= P= Q7 99 Qr vege we D? 
1 2 uv, w€Z,j€ {0,1} (8:17) 


情形 --:j=0, 则 萄 涵 着 (8.17) 两 边 对 应 系数 相等 . 


> 
хша:-2%у-м, У2-2%и-у-8-у-м-і, 


v *4w^ *2:u*w-0 (8:18) 
注意 w 是 奇数 , v 是 偶数 ,因此 412.u'w, 所 以 u 是 偶数 . 令 u 
-72u,,v22-v,. (8:18) 5 1 个 方程 写成 
wz+u у = 0. | 
作为 w 的 二 次 方程 来 考虑 , 它 的 判别 式 必 为 一 个 平方 数 .此 
Шо”. : 
4-4у-?, w= =u tz). 
注意 ш Al z 有 相同 的 奇偶 性 .我 们 可 假定 u 之 0， 
首先 假定 u 和 z 是 偶数 .因为 у» + uw + v7 =0 以 及 w 
是 奇数 ,我 们 发 现 u=2(mod4)H v, ESX. S uy =2:u,s,z= 
2:2. 02-02 = 于 ,其 忠和 vi BAM. Н 220, 存在 m, n 
. EZ 使 得 
ша +n, v-m^-m?, 2 =2:m:n. 
由 此 导出 
u=4 (m + п2), у-2-(т2-п), w= - (m+ п)2. 
因为 z 的 符号 .由 此 n 的 符号 并 不 重要 ,我 们 可 假定 w= – (т 
1 n) ,在 (8`18) 的 第 二 个 方程 的 代 换 之 后 ,我们 得 Thue 方程 
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m! + 36: туп 6. т2 i? - 28: m: n? r ni = 1. 
左边 可 分 解 成 为 
(mtn) (т? + 35* m?*n - 29: m* n? +n), 


天 此 很 容易 解 .其 仅 有 的 解 是 土 (m,n)=({,0), (0,1). 3X Np 
出 +(uvw)=(4,2, 一 1), (4, 一 2, – 1), 1 (8-18), 817 
分 别 找到 x 220, 12, 这 提供 (8: 14) 的 解 (x, + y) = (20, 89), 
(12,41). 

第 二 ,我 们 假定 uw fl z 是 奇数 . 则 v, 是 偶数 ,因此 由 u= 
0, 存在 m,n€ Z 满足 


u =m? +n’, 2+ур=2*т°*п, z= n? - n?. 


此 导出 


2 ЕГЧ 5 
u=2:(m2 rn2), v=2:m:n, w= —m2 3; w = —п7. 


我 们 可 假定 w= - m^. НИК (8: 18)rH 82 个 方程 , 我们 
得 Thue 方程 


mf *8:m?*n-8:m:n? = 1. 


其 左边 可 以 再 简化 .容易 看 出 , 仅 有 的 解 是 二 (m,n) = (1,0), 
(1,1),(1, 一 1). 因 为 m 和 #5 不 能 有 相同 的 奇偶 性 , 仅 认可 第 
-对 解 . 这 就 导出 (uv w) = (2,0, -1), 因 此 对 (8.14), 得 
(x, ty) =(4,7). 

情形 二 :j=1. 此 时 (8.17) 中 系数 相等 , 得 


х-2-42 + 2 44-62 1 2-urw-4evew, (8:19) 
[idi dew? 18 w^ Дичо еле 18 wal, 
3 : (8:20) 
124 *9:w^ -2«uv 4t w- уу 0) Е 
(8-20) 的 第 一 个 关系 式 可 用 
2-2-уем-і1 (8:21) 


代 换 .注意 u 是 奇数 . 设 = у 2.w. 则 (8.20) 第 2 个 方程 导 
出 : 


w = 2:2: (u-z). 
首先 假定 2 是 奇数 , 则 存在 m, n€Z 使 得 
z=m2，u 一 2z=2.n2， 
这 里 我 们 用 到 u20 (и, w) =1. 因 此 ,选择 适当 的 符号 ， 
u-n?-2:n?, у= m? * 4d* m*n, edem 

将 其 代入 (8.21) 中 , 得 方程 

m*-4:m?:n- 12m? n? + 4:n* = 1. (8:22) 
在 定理 8.8(i) 之 下 我 们 证 明 这 方程 仅 有 解 土 m,n) = (1,0), 


导出 (uv w) = (1,1,0), ela, (8-14) E(x, ty) = (3,4). 
第 二 ,我 们 假定 z 是 偶数 . 则 存在 т, ne Z 满足 
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2= 2:2, u-z-n?. 
因此 选择 适当 的 符号 ,我们 发 现 
u=2-m2+n2, у= 2:2 + 4: тп, ул 25071. 


ILE, КА (8:21), 得 Thue 方程 
пі = 12-12-12 - 8: пет? * 4: m* El. (8:23) 


依据 定理 8:801), TE TUE RAIA EL AR + (m, n) = (0, 1), 
(1, = 1), (3,1), (= 1,3). f (127 3 S H1 T Cu, v, w) = (1,0, 
0), (3, 一 2, – 2), (19, 30,6), (11, — 10, — 6), XX & H (8-14) 
的 解 (x, + y) = (2,1), (10, 31), (1274, 45473), (114, 1217). 
因此 , 此 结果 完成 了 定理 8-7 的 证 明 , х 4501 778 (8:22) (8: 
23) 仅 有 解 对 (m,n) 作 为 条 件 的 ,已 如 上 述 .现在 我 们 着 手 证 
明 这 一 点 . 
定理 8.8 (i) Thue 方程 


Xi x4-X?-Y -12- X- Y? r4yY? 21 (8-24) 


BUBÓR + (X, Y) = (1,0). 
(i) Thue 方程 


X*-12: X?- Y? - 8- X- Y c 4- Y* 21 (8:25) 
BOB ff + CX, 0) = (1,0); 0, -10,(1,3),2, = 1). 
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证 明 Ж.Н 8-3 节 和 8.4 ҮРІП ЗІ Ж 0 
和 o 由 
6€ —-12:0 -8:0*4-20,9* 4:9 - 12:42 4 430 
定义 .因为 7 2/0, 3x S Hi 9 RI o AEM Q 上 的 相同 域 K. 在 8 
2 节 的 记号 之 下 ,我 们 有 n=4,s=4,t=0 和 8=0 或 s=op. 简 
单 的 计算 表明 , 对 = 0, gq, 我 们 能 到 


Yo = 1, С, =0.843, G =0.589, Y; =2, CG, -6.645, 
Y; —-3,p.7p., = 1, С. = 8.3374. 


在 这 些 运算 中 , 我们 从 上 面 估计 Су, Са, С, 并 从 下 面 估 计 Co. 
用 下 面 对 06 和 9 BY t ROHS Т: 


o = -1.080 286 352, V= – 1.851 360 980， 
22-<3.722 935 260. 90.537 210 524, 
00.334 111 716, 9%3) 兰 5.986 021 747, 


a= — 2.976 760 624, g= — 0.671 871 290. 
现在 我 们 引入 K NR Z - 3601,0, 3-8, 1-0 Br (ЕШ 
BIS 是 一 个 代数 整数 ) .注意 


254 


€ Š "uM 
973 =4+6-0 2 PER. 


另 一 方面 , (8.24) 和 (8.25) 分 别 等 价 于 Normyso(X - Y:0) = 
1 ЖІ Могткуо(Х- Y.9p) =1, 这 意味 着 若 (X,Y) 是 (8.24) 或 者 
(8-25) 19 WE, WW X — Y-0 MA X-Y-o 分别 是 阶 R 的 单位 .R 
的 一 个 基本 单位 组 由 


ep =140, 692340 ө- 1:0 


给 出 .这 里 我 们 不 证 明 这 一 事实 .关于 其 证 明 , 看 Tzanakis 和 
de Weger[124], 351) .2 节 及 附录 I. 

因此 (8.24) 和 (8.25) 的 解 简化 为 导出 所 有 (ai,a,aa)E 
忆 ,使 得 单位 土 ese 分别 有 特别 的 形状 X 一 了 "9 或 X-Y 
9. 采用 引 理 8:3 的 记号 ,在 一 些 数 值 计算 之 后 ,我 们 留 给 读 
者 去 检验 , 我们 有 


minN[ Ur 1]=0.634950--:, 


maxN[U; *] = 1.210070--. 


(UAR, SX JL T= 11,2,3,41). 因 此 在 引 理 8.4 中 我 们 可 取 
С-1.211. 
也 有 


С = 6.38771 x101, Y, =3. 


(Cs 和 Ce 的 值 由 上 述 来 估计 ). 
现在 , 对 我 们 的 情形 ,关系 式 (8.3) 变 成 | 


dH 


RD 


eO) 


A = log : (8:26) 


其 中 &=09 或 9. 如 8:2 节 所 述 ,固定 一 次 io, 我们 可 检验 任意 
的 j,k. 因此 我 们 能 检验 
jones ig = 1 2X 2, 
(j=1,k=2, Æ  =3 2k 4. 
因此 ,对 每 个 CC 10, фі, A APY BPAY AE. Of Ff - 4 X FE ИН 
种 情形 ,正如 我 们 下 面 要 证 明 的 ,有 


(8:27) 


C,=5. 71 % 1089. Gy=6. 17, 


Ik, ЗІ 8-3, | Y| >3, 则 对 A= max | a;l, 有 上 界 Co = 
3.26XxX10%. 照 此 易于 检验 , (8:24) S£ (8:25) W E| Y | ca 的 
仅 有 的 解 已 在 定理 的 陈述 中 列 出 .因此 我 们 可 假定 1Y| 3, 
因此 
A<3.26 x 1039. 

在 我 们 应 用 3:8 节 的 简化 方法 之 前 ,我 们 证 明 引 理 2.4 的 应 
用 导出 上 述 常数 С, Ca ,我们 将 此 结果 应 用 于 由 (8.26) 给 出 
的 A 的 情形 .在 此 情形 ,我 们 对 出 现 于 A 中 的 各 个 不 同 的 ai， 
计算 V; ШЕ. о = de(9 7e]? 1,12 1,2, 3, о, 是 单位 而 由 此 
ao( 出 现在 hCu) 的 计算 中 ) 等 于 1 .显然 ,ai ТЕВЕ 4 H: ГК 20 
对 值 比 
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max |e! 


W4 В 
— !<h<4 и, t; 
H; = ық | 


min [ef 
Ihs 


小 . 且 ня. ИЖ h(o;) <, ВИПЕЕЖ | 

.Vi= max[logHi， | loge? /el | 11. 
Д а/е | э AY А, FE 

У; = logH;. 

фа = fet” — ӘДЕ — 600 | , Ш o ADDR 35 48 E EE Н. 
Сз Л. В, h(a.) < (одао) /4 + logCs, 其 中 ao 和 d 如 同 在 h 
(а) a= a 的 定义 中 .ao 的 一 个 上 界 可 作 如 下 计算 .对 i,hE€ 
H, е Е ih, А ya = 25 СВ – 67) пра, 
Е 0 Ro, M yn ОК ME, ОА o = 


(01020304) € Sa, 我们 考虑 数 (o) = Xo / yas, CR TIC m) 及 多 
项 式 


P(X)= ШЇХ-х(1 


5, 
也 考 虚数 
= PC 
注意 


dub. pn (&-&)* = 5°D 


212 (ic a 


其 中 DD 是 & 的 定义 多 项 式 的 判别 式 ,因此 А? = 229. 另 一 方 
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面 ,P(X) 的 系数 适 台 于 X(c) 对 eg 的 基本 对 称 函 数 的 符 
号 ,因此 ,它们 是 具有 有 理 系 数 的 后 "的 对 称 表达 式 .这 意味 着 
P(X)EQLX]. 另 一 方面 ,由 A 的 定义 ,P(X) 的 系数 乘 以 A 是 
yn SRK, RARE Z 中 从 而 是 代数 整数 .结合 这 些 以 
及 P(X)EQ[X] 的 事实 可 看 出 2292.P(X)€ Z[X]. litt, HF 
a; 是 P(X) 的 根 ,其 首 项 系数 ao 至 多 是 229% .最 后 ,我 们 有 h 
(a;) <2 + (log229)/d + logC, 以 及 明显 有 |logai | /d<logC;. ІЗ 
为 a CQ, RWA d 之 2, 故 可 取 


Vi = log229 + ЇювСА. 
现在 , 简单 计算 表明 


logH, = 4.074586-<, logH=5.667432…， 
logH; = 4.821584---, 

logC, = 1.262065::, 当 &=0 时 ， 

logC; = 1.893823--, 当 &=g HJ, 


log229 + logC4 S7 . 327545. 


因此 ,我 们 对 n=4,D 二 24,e(n)=73 应 用 引 理 2-4 


«9 ef) EM 
QI 一 | 0) |» %2 (j) a3 二 | (j) 
SU е | єў 
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Af & = 9 sk 中 ， 以 及 bi = ay, by = as, з= a2, by = 1,B=A, Vi = 
logH;, V, = ЮюкН,, V3 = Vy = ЕН, V, = Vý = log229 1 
logy. 因此 ,我 们 找到 
А | >exp[ ~ (Бк + Cs)]， 
满足 С, = 5.71 x 10* X Cs=6.17. 
现在 我 们 应 用 3: 7 节 中 所 述 的 简化 程序 .在 我 们 的 情形 
与 解 (8.9) 有 关 » 


K, =C, =6.38771 X10, I; 25-4 


“с,” 1211-3-303. 


D 


K; =3.26 x 10%. 
(K: 由 下 面 估 计 ), X 
A-68*aj*p +аз "ро + a ps 
这 里 对 8 和 卢 , 由 (8:.26) 和 (8.27) 的 观察 ,有 


jg cet (2) 260) 
FED = 0) 


( 
|8-бі: = log 或 ò=: = log 


e TEN 9 
| | e^? 


[Hi leg | er sat i191,2,3; 


其 中 s=6 或 (8.28) 
uy, 
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(4) _ (1 
бы ДЭ 
gol en 


| | 
=з Б] 或 》= UE = log | 


= log NOI Ж 121;2,3; Ё 


Шш 
Hn £20 2X o (8-29) 

详细 数值 在 Tzanakis 和 de Weger[124] 中 列 出 .我 们 取 C, = 
10” ,并 着 手 于 满足 联合 矩阵 

1 0 0 | 

0 I 0 | 
[Corp] [Соро] [Со ps | | 
的 格 . 注 意 在 (8.28)7( 分 别 地 ,(8.29) 的 四 种 情形 的 每 一 科 :, 我 
们 有 相同 的 格 ,比如 说 下 (分 别 地 , Г»). EBE Бб 850 nth 
形 ,我 们 没有 关于 六 是 Q- 相关 的 数值 依据 .因此 我 们 按 8-4 
WHE KM. 

对 每 个 T; 我 们 已 应 用 本 -运算 的 整数 形式 ,每 :次 我 们 
计算 整数 的 3x3 和 矩阵 多 仙人 如 3:7 节 所 定义 的 .在 我 们 
的 情形 , 简化 基 ( 即 多 的 元 素 ) 向 量 的 坐标 产生 46 至 48 个 数 
字 , 即 简化 基 向 量 的 长 的 大 小 以 -Ci 作为 期 望 值 . 对 八 促 情 
形 的 每 一 种 ,我 们 计算 


Q 
-01 


х= 10 
: L- [Co ° Š]. 
关于 格 的 简化 基 bi, bz, b; 的 坐标 Sys 52,54. 由 НЯ, 我 们 找到 


|b,| >3.247x104 ,在 格 Pi 的 情形 ， 


15,| »4.846 x 1075, E f& Г, 的 情形， 


| s 1 0.029, 在 所 有 8 种 情形 . 
Wa 5| RE 3.5, 这 意味 着 在 所 有 情形 a = 3, А 
«T, x) 20.029: : :3.247х10%>4.708х 104. 
105] 8E 3-10 的 假设 完全 满足 n=3,r=1,C= ,c= Ку, ё = 
K2, Xo = X, = Ki, 因为 V77.K3<1.112x 104, AIH 


140, ve 104 40 
AMS aa z “log[ 109 -6.38771 x 104/3.26 x 1039] 


« 72.8. 


这 导出 Ах 72. Jë 14 K, = 72 Ж c, = 102 重 复 此 程序 .由 计 
算 , 找到 


lbi | 21.293 x 10*, Æ Г, 的 情形 ， 
15,1»1.092 х 10°, 在 格 Г, 的 情形 ， 


| s, 1 20.143, 4E Jr 8 种 情形 . 
观察 引 理 3.5, 这 意味 着 在 所 有 情形 0-3, А. 
«Гу, x) >0. 143-4 -1.092 x 105» 7.807 x 102. 


WSE 3.10 的 假设 完全 满足 , 因为 27K, <3. 742 x 102, 这 
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Ba M 


A< *log[1012.6.38771 х104/721<10.5. 


2444... 
3.303 
这 导出 AxO. FRC TRAE opo BP AY ВЕ, 12 4138 21(8:24) fl 
(8.25) 的 所 述 之 外 的 其 他 解 . 

证 明定 理 8-8 的 计算 用 35 Fb. 


8:6 Thue- Mahler 方程 , 简 述 


i F(X, Y)Un 8-1 节 中 所 述 . 设 pps Ji SEE I Ai] 
素数 .于 前 图 方程 


F(X, Y) = + II pt, 


ERER X, YE Z, п, е, n EN, (X, Y) = 1, HH Thue - 
Mahler 方程 . Mahler[73] 已 证 明 此 方程 仅 有 有 限 多 个 解 ， 
Coates[33] 已 证 明 这 些 解 能 够 至少 存 主 部 上 能 够 有 效 确 定 ， 
因为 变量 的 有 效 可 计算 的 上 界 能 由 p- adic 对 数 线性 型 理论 
导出 .关于 此 方程 的 历史 我 们 参考 Shorey ЖІ Tijdeman[ 107 |, 
第 7 章 . 

我 们 相信 , 不 仅 是 在 主 部 , 而 是 在 实际 上 解 Thue ~ 
Mahler 方程 是 可 能 的 .做 法 是 基于 对 格 的 简化 基 的 17-22 
算 .使 用 实 的 和 p — adic 计算 的 委 番 图 逼近 相 结 合 的 方法 , Uf 
低 上 述 上 界 (参考 3.7 43-8 节 关 于 实 的 情形 ,3:11 和 3:12 
节 关 于 p-adic 情形 ,1.5 节 关 于 实 的 和 p — adic 的 方法 如 何 
结合 的 简 述 ,以 及 4:8 Я0 644 节 关 于 这 种 结合 的 方法 的 一 些 
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详 述 的 例子 ) .可 考虑 这 样 的 方法 :前 几 节 关于 解 Thue 方程 
的 方法 作为 p- adic ЁД. 

这 样 一 种 思想 (但 没有 用 1- 运算) 已 被 Agrawal, 
Coates, Hunt 和 Van дег Poorten 采用 ,就 是 解 方程 


X*- X? Ya XY? +Y? = +11". 


据 作者 所 知 ,这 仅 是 文献 中 的 例子 , 其 中 Thue 一 Mahler 方程 
已 用 Gelfond — Baker 方法 解决 .其 他 方法 也 可 用 于 解 Thue- 
Mahler 方程 .例如 


x? a 3-39 = 2" 


КЫШ Tzanakis[ 122] 用 不 同方 法 解决 .上 面 许多 其 他 想法 的 
Gelfond- Baker 方法 的 优点 是 在 主 部 方面 可 用 于 任意 的 
Thue = Mahler 方程 , 因为 我 们 想 解 决 的 特殊 方程 不 怎么 依赖 
тэй. 

上 述 两 个 例子 的 Thue- Mahler 方程 是 最 简单 的 类 型 , 实 
际 观察 三 次 域 Q(0), 其 中 0 是 F(X,1)=0 的 一 个 根 , 仅 有 一 
个 基本 单位 , 仅 产 生 一 个 素数 .因此 ,运用 二 维 实 连 分 数 及 一 
维 p-adic 连 分 数 就 足够 了 , 以 代替 复杂 的 L? -运算 (1980 
年 , 24% Agrawal, Coates, Hunt 和 van der Poorten 进行 他 们 的 工 
作 时 ,这 种 运算 的 任何 方法 仍 不 是 有 效 的 ) .适合 运 用 1”- 运 
算 的 方法 在 主 部 上 可 扩充 到 一 般 情 况 ,其 中 有 多 于 一 个 的 基 
本 单位 及 多 于 一 个 的 素数 . 有关 这 方面 的 工作 可 参见 文献 
[125], [137]. | 
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== 绪论 


丢 番 图 方程 的 解法 
Gel fond- Baker 方 法 
理论 的 丢 番 图 逼近 
计算 的 丢 番 图 逼近 
降低 上 界 的 程序 
代数 数论 与 超越 数论 
代数 数论 
预备 引 理 
p- adi c 数 及 其 函数 
对 数 线性 型 的 下 界 
数值 方法 
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实 的 情形 的 齐 次 一 维 逼 近 : 连 分 数 


实情 形 的 非 齐 次 一 维 晕 近 : 


L3- 格 基 简 化 运算 


L3- 格 基 简 化 运算 ， 实 践 


Davenport 引 理 


寻找 所 有 短 格 点 : Fi ncke 和 Pohst 运 算 


实情 形 的 齐 次 多 维 有 逼近 : 


Si TAS Sa 


KARJE ZE : 对 推广 的 

Davenport 引 理 的 一 种 取舍 
3.9 padi сї ЗЕ RS Ет 

3.10 padi c 情 形 的 齐 次 一 维 逼 近 : p adi c 连 分 数 


及 p- adi c 数 的 逼近 格 
3.11 padic 情 形 的 齐 次 多 维 逼 近 : p adi СОЕОНЛЕ 
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4.10 混合 的 平方 指数 方程 
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5.2 ШЕЯ 
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5.5 X 
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6.1 表 
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7.1 导言 
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7.5 ER : 概述 
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7.7 简化 方法 
7.8 范例 
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8.4 简化 上 界 
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